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Symbole und Abku¨rzungen
a¯ Tensor
a Vektor
Oˆ Operator
I Imagina¨rteil einer komplexen Gro¨ße
I Spin-Quantenzahl
m magnetische Quantenzahl
kB Boltzmann-Konstante (1, 38066 · 1023 J/K)
 durch 2π dividiertes Plancksches Wirkungsquantum
(1, 054573 · 10−34Js)
γ gyromagnetisches Verha¨ltnis (2.675 · 108T−1s−1 fu¨r 1H)
µ magnetisches Moment
M0 makroskopische Magnetisierung im thermischen Gleichgewicht
R Realteil einer komplexen Gro¨ße
χ Suszeptibilita¨t
PSF point spread function
CPMG Carr-Purcell-Meiboom Gill
Kapitel 1
Einleitung
1.1 Einfu¨hrung
Neben der Mo¨glichkeit Abbildungen des Inneren eines Ko¨rpers erstellen
zu ko¨nnen, ist die Aussicht in der Bildgebung nicht nur das Sichtbare
einer Probe, sondern auch deren Eigenschaften in Form eines Bildes-
genauer einer Projektion- darstellen zu ko¨nnen der eigentliche Antrieb
sich mit der NMR-Bildgebung zu bescha¨ftigen.
Die Beobachtung des Fließverhaltens von Flu¨ssigkeiten hat als Angio-
graphie ein breites Anwendungsfeld in der Medizin gefunden. Andere
Eigenschaften wie z.B. die Steifigkeit eines festen Ko¨rpers, wurden bis
dato nur indirekt, etwa durch Relaxationseffekte, abgebildet. In den
letzten Jahren wurden auch in diesem Bereich Techniken entwickelt und
der Begriff ’MR-Elastographie’ hat sich mittlerweile als Oberbegriff fu¨r
diese Methoden durchgesetzt [3].
Die MR-Elastographie basiert auf den Techniken der NMR-Bildgebung
zur Detektion kleiner Bewegungen. In Form der Signalphase werden Aus-
sagen u¨ber kleine Bewegungen in der Probe gesammelt. Diese Bewegung
wird von Außen in Form einer externen mechanischen Anregung erzwun-
gen. Sie kann sowohl quasistatisch [4] als auch periodisch [5] erfolgen.
Im Falle der periodischen Anregung handelt es sich um Wellen, die in
die Probe eindringen und sich je nach Geometrie und Steifigkeit des
1
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Materials unterschiedlich fortpflanzen. Daß diese Techniken prinzipiell
’nicht-invasive Methoden’ sind, versteht sich von selbst, da das oberste
Anwendungsziel die Auffindung von Krebsgeschwu¨ren im menschlichen
Patienten ist. Dieses Arbeitsfeld befindet sich zur Zeit noch in der Ent-
wicklung. Der Schwerpunkt liegt dabei in der Entwicklung von Methoden
aus den erhaltenen Daten der lokalen Bewegung (Elongationen) Elasti-
zita¨tsparameter zu bestimmen [6],[7],[8]. Erwa¨hnt werden sollte noch,
daß die ersten Vorsto¨ße die Steifigkeit von menschlichen Geweben zu
messen, aus dem Bereich der Ultraschall-Untersuchungen stammen. So
wurden dort bereits viele Ansa¨tze zur Berechnung der Steifigkeit aus den
Meßdaten entwickelt. Durch Kombination beider Techniken sind weitere
Verbesserungen zu erwarten [6].
1.2 Motivation
Bei der Bestimmung der Amplitude kleiner Bewegungen aus der NMR-
Signalphase wird im allgemeinen ein Modell zugrunde gelegt. Weiterhin
wird angenommen, daß fu¨r einen Bildpunkt (Pixel) des MR-Bildes ein
einheitliches Verhalten vorliegt. Gerade darin liegt aber eine große Ge-
fahr der Fehlinterpretation. Ist die Bewegung innerhalb eines Pixels nicht
einheitlich, so interferieren die Signalbeitra¨ge der Spins unterschiedlicher
Bewegung (Amplitude und Phase) destruktiv. Die Signalsta¨rke fa¨llt ab
und die Signalphase wird durch das gewichtete Mittel aller Teilsignale
bestimmt. Diese Unsicherheit u¨ber die Qualita¨t der Meßdaten kann nicht
aufgehoben werden, da sie der Messung inha¨rent ist.
Eine mo¨gliche Abhilfe bietet hier die Einfu¨hrung einer weiteren Meßkoor-
dinate. Neben den beiden Ortskoordinaten des Bildes kann eine weitere
Koordinate, die der Bewegung, im Experiment vermessen werden. Dies
verla¨ngert zwar die Meßdauer, ermo¨glicht aber die Untersuchung des
Wellenverhaltens ohne zu große Einschra¨nkungen durch ein Bewegungs-
modell.
In der vorliegenden Arbeit wurde eine periodische Anregung genutzt um
Wellen zu erzeugen und diese detailliert zu vermessen. Neben der Orts-
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auflo¨sung (r) tritt hier noch eine weitere Koordinate der Amplitude der
Bewegung (ξ) hinzu. Amplitudenverteilungen (Pr(ξ)) ko¨nnen so direkt
ortsabha¨ngig vermessen und analysiert werden.
Die Gleichungen fu¨r die Kodierung einer zyklischen Bewegung wa¨hrend
des Experiments werden detailliert hergeleitet und beschrieben. Da-
bei wird auch bewußt auf Probleme durch Imperfektionen von Gra-
dientenformen und sich u¨berlagernden Bewegungen eingegangen. Die
Durchfu¨hrbarkeit dieses Konzepts wird durch Meßergebnisse an einem
geeigneten Phantom dokumentiert. Im Anhang finden sich die fu¨r diese
Arbeit erstellten numerischen Simulationsroutinen sowie die NMR-Puls-
und Gradientenprogramme.
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Kapitel 2
Theorie
2.1 Theorie der NMR
Einem der fundamentalen Postulate der Quantenphysik folgend sind
fu¨r die Drehmomente von Elementarteilchen lediglich diskrete Werte
zula¨ssig [9]. Die ’Kernmagnetische Resonanzspektroskopie’ (nuclear
magnetic resonance spectroscopy, NMR) nutzt eben diese Eigenschaft
von Atomkernen und deren Wechselwirkung mit ihrer Umgebung.
2.1.1 Grundlagen
Quantelung der Teilchenenergie
Neben der Ruhemasse und der Anzahl der verschiedenen Nukleonen
(Protonen und Neutronen) haben Atomkerne unter anderem eine weite-
re spezifische Eigenschaft, die ’Spin’ genannt wird. Charakterisiert wird
dieser quantenmechanische Drehimpuls (I) durch die Spinquantenzahl
I, oftmals auch selbst als ’Spin’ bezeichnet. Dabei kann die Spinquan-
tenzahl sowohl ganzzahlige als auch halbzahlige Werte annehmen. Fu¨r
ein gegebenes Isotop ist sie jedoch eine konstante Gro¨ße( z.B. fu¨r Pro-
tonen: I(1H) = 1/2). Der Betrag des Drehimpulses (I) ergibt sich aus
der Quantenzahl gema¨ß:
5
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|I| = 
√
I(I + 1) , (2.1)
wobei  das Plancksche Wirkungsquantum ist. Der gequantelte Drehim-
puls (I) ist u¨ber:
|µ| = γI (2.2)
mit dem magnetischen Moment (µ) verknu¨pft. Die Proportionalita¨tskon-
stante γ wird als gyromagnetisches Verha¨ltnis bezeichnet und ist eine
isotopspezifische Konstante. In einem statischen Magnetfeld (B0) ist die
Orientierung des magnetischen Moments (µ) relativ zur Richtung die-
ses Feldes entscheidend fu¨r die famit verbundene Energie des Moments.
Fu¨r diese gilt die Gleichung (2.3) in die das Skalarprodukt der beiden
Vektoren eingeht.
E = −µ B0 (2.3)
Setzt man das Magnetfeld (B0) als in z-Richtung des Koordinatensy-
stems zeigend an (i.e. B0 = {0ex , 0ey , | B0|ez}T ), so ergibt sich, daß nur
die z-Komponente des magnetischen Moments und damit auch die des
quantenmechanischen Drehimpulses (I) fu¨r die Zustandsenergie im Ma-
gnetfeld verantwortlich ist. Damit ist die Verbindung zwischen der Quan-
tenzahl (I) und der Zustandsenergie (E) im statischen Magnetfeld (B0)
hergestellt.
Eine weitere Eigenschaft des Spins ist, daß er bezu¨glich einer Vorzugs-
richtung nur eine endliche Anzahl von Orientierungen annehmen kann.
Mit dieser Richtungsquantelung des quantenmechanischen Drehimpul-
ses I geht demnach eine Quantelung der Energie einher. Die diskreten
Energiezusta¨nde (Em) werden durch die magnetische Quantenzahl m
bestimmt. Diese beschreibt die Richtungsquantelung des Drehimpulses
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relativ zu einer Hauptachse (hier durch B0 definiert) und kann Werte
zwischen −I und +I , in ganzzahligen Schritten, annehmen:
−I ≤ m ≤ +I mit:∆m = ±1 . (2.4)
Im Falle eines Protons (I = 1/2) kann die magnetische Quantenzahl
daher die Werte m(1H) = ±1/2 annehmen. Allgemein ergeben sich, fu¨r
eine gegebene Quantenzahl I, insgesamt 2I+1 mo¨gliche Zusta¨nde, deren
Energie Em gegeben ist durch:
Em = −γB0m. (2.5)
Die Besetzungsverha¨ltnis der Zusta¨nde
In einer Probe liegen stets sehr viele Spins nebeneinander vor (Gro¨ßen-
ordnung 1023 Teilchen), die als eine Gesamtheit beschrieben werden
ko¨nnen. Im thermischen Gleichgewicht folgt die Besetzung der Zusta¨nde,
charakterisiert durch m, einer Boltzmann-Verteilung. Fu¨r Teilchen
mit dem Spin 1/2 gilt dann fu¨r das Besetzungsverha¨ltnis der beiden
Zusta¨nde:
N(Em=+1/2)
N(Em=−1/2)
= exp(−∆E
kBT
) , (2.6)
wobei ∆E den Energieunterschied der beiden Zusta¨nde und kBT die
thermische Energie des Gitters, also der Umgebung, beschreiben. Der
Entartungsgrad der Zusta¨nde ist stets gleich Eins. kB ist die sogenannte
Boltzmann-Konstante. Durch diesen Besetzungsunterschied kommt es in
der Probe zur Ausbildung einer makroskopischen Magnetisierung M0 in
der z-Richtung des a¨ußeren Magnetfeldes B0.
Der derart beschriebene Gleichgewichtszustand bestimmt die Empfind-
lichkeit der Untersuchungsmethode. Bei Raumtemperatur ergibt sich ein
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relativer Besetzungsunterschied zwichen den beiden Zusta¨nden von we-
nigen ppm (10−6). Damit ist die NMR eine relativ unempfindliche Me-
thode, wenn man sie beispielsweise mit der Infrarot-Spektroskopie ver-
gleicht.
2.1.2 Beschreibung der Wechselwirkungen der Teilchen
Wie aus der Quantenmechanik bekannt lassen sich die Wechselwir-
kungen eines Spins durch Operatoren beschreiben. Der die Energie
beschreibende Operator wird als Hamilton-Operator bezeichnet. Dieser
ist außerordentlich wichtig, da seine Eigenwerte und Eigenfunktionen
die Energie-Niveaus eines Systems beschreiben und die U¨berga¨nge
zwischen diesen Niveaus in der NMR-Spektroskopie detektiert werden
[10].
U¨ber den Gesamt-Hamilton-Operator Hˆtotal, der sich als Summe ver-
schiedener Wechselwirkungen ergibt, ist eine vollsta¨ndige Beschreibung
eines Kernspins in seiner Umgebung mo¨glich.
Hˆtotal = HˆZ + HˆG + HˆCS + Hˆχ + HˆHF + HˆD + HˆJ + HˆQ (2.7)
Eine U¨bersicht u¨ber die fu¨r einen Kern mit Spinquantenzahl I = 1/2
relevanten Wechselwirkungen wird in Tabelle 2.1 gegeben. Die Gradien-
tensta¨rke wird in den Bildgebungsexperimenten individuell eingestellt.
Typische Gradientensta¨rken liegen bei 500mT/m.
Da in dieser Arbeit nur Protonen (I = 1/2) betrachtet werden, wird die
quadrupolare Wechselwirkung HˆQ fu¨r Systeme mit I ≥ 1 im folgenden
vernachla¨ssigt. Auf die drei fu¨r diese Arbeit wichtigen Wechselwirkungen
soll kurz eingegangen werden.
Die Zeeman-Wechselwirkung
Wie bereits im Kapitel 2.1.1 ausgefu¨hrt ergeben sich fu¨r ein Proton im
statischen Magnetfeld B0 zwei mo¨gliche Energieniveaus. Dies wird durch
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Wechselwirkung Hamilton-Operator Gro¨ßenordnung
Lineare Wechselwirkungen
Zeeman HˆZ = −γ Iˆz B0 300 MHz
Gradient HˆG = γ r GIˆz 200kHz
Chemische Verschiebung HˆCS = γ Iˆzσ¯ B0 3kHz
Suszeptibilita¨t Hˆχ = γ Iˆzχ¯ B0 3kHz
Hochfrequenz HˆHF = −γ Iˆx B1(t) 50kHz
Bilineare Wechselwirkungen
Direkte Dipol-Dipol-Kopplung HˆD =
∑
k<l
IkD¯klIl 50kHz
Indirekte Dipol-Dipol-Kopplung HˆJ =
∑
k<l
IkJ¯klIl ¡1kHz
Tabelle 2.1: U¨bersicht u¨ber die Wechselwirkungen fu¨r einen Spin-1/2-Kern und die
zugeho¨rigen Hamilton-Operatoren in einem Magnetfeld von B0 = 7T.
die Zeeman-Wechselwirkung verursacht. Fu¨r einen U¨bergang zwischen
diesen beiden Niveaus muß die Energiedifferenz δE aufgebracht werden:
δE = γB0 = ω0 . (2.8)
Die Resonanzfrequenz ν0, auch als Lamor-Frequenz bezeichnet, die zur
Anregung von U¨berga¨ngen zwischen den beiden Energieniveaus beno¨tigt
wird betra¨gt fu¨r Protonen in einem Magnetfeld von 7T etwa ν0 =
ω0/2π = 300MHz.
Die Wechselwirkung mit Hochfrequenz-Feldern
Strahlt man elektromagnetische Hochfrequenz-Strahlung senkrecht zur
Richtung des Magnetfeldes in auf Spinsystem ein, so wechselwirken diese
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miteinander. Charakterisiert man die Hochfrequenz-Strahlung durch ihre
magnetische Komponente:
B1(t) = 2B1ex cos(ωHF t+ φ) , (2.9)
mit der Phase φ und der Amplitude B1 und dem Einheitsvektor ex.
Die zur Anregung verwandte Frequenz ωHF muß anna¨hernd gleich der
Lamor-Frequenz des Spinsystems ω0 sein. Durch Einstrahlen eines geeig-
neten HF-Impulses, kurzzeitige aber hohe Leistung, wird das System aus
dem thermodynamischen Gleichgewicht gebracht; im Vektormodell ent-
spricht dies einer Auslenkung der Gleichgewichtsmagnetisierung M0 fort
von der z-Achse. Die Pra¨zession dieses Vektors M wird im mit der An-
regungsfrequenz ωHF rotierenden Koordinatensystem (RKS)beobachtet.
D.h. fu¨r den Fall ω0 = ωHF rotiert der Magnetisierungsvektor M mit
der gleichen Frequenz wie das RKS und erscheint in diesem selbst als
statisch. Sowohl Anregungspulse als auch die Detektion ko¨nnen in ihrer
Phase φ frei gewa¨hlt werden. Ein kurzer HF-Puls in Bereich von 1µs
erzielt eine Breite der Anregung im 1MHz-Bereich.
Gradienten
Durch einen dem statischen Magnetfeld u¨berlagerten Magnetfeldgra-
dienten wird der Betrag des Feldes u¨ber die Probe hinweg variiert.
Dabei stellt das zusa¨tzliche Magnetfeld lediglich eine kleine Sto¨rung
der bereits angesprochenen Zeeman-Wechselwirkung dar. Der Hamilton-
Operator HˆG beschreibt die Wechselwirkung:
HˆG = γ r GIˆz . (2.10)
Wegen der großen Bedeutung fu¨r die NMR-Bildgebung soll die Wirkung
eines Gradienten in Kapitel 2.2 ausfu¨hrlich besprochen werden.
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2.1.3 Relaxation
Spin-Gitter-Relaxation
Nach dem Einstrahlen eines Hochfrequenz-Impulses ist das thermische
Gleichgewicht zwischen Spinsystem und der Umgebung gesto¨rt. Alle mit
dem Spinsystem Energie austauschenden Freiheitsgrade werden unter
dem Begriff ’Gitter’ zusammengefaßt. Die Ru¨ckkehr des Systems zum
Gleichgewicht und der damit verbundene Wiederaufbau der Gleichge-
wichtsmagnetisierung M0 wird Spin-Gitter-Relaxation oder auch ’longi-
tudinale Relaxation’ genannt. Der Vorgang ist mit einem Energieaus-
tausch zwischen Spinsystem und Gitter verbunden. Oftmals wird die
longitudinale Relaxation auch als ’T1-Relaxation’ bezeichnet. Dieser Be-
griff ergibt sich aus der Gleichung fu¨r den Aufbau der Magnetisierung
entlang der z-Achse gema¨ß:
dMz
dt
= − 1
T1
(Mz(t)−M0) . (2.11)
Dabei ist T1 die charakteristische Zeit fu¨r die Ausbildung einer Gleichge-
wichtsmagnetisierung M0 entlang der z-Richtung. Das dabei angesetzte
Exponential-Gesetz ist fu¨r einfache Flu¨ssigkeiten gut erfu¨llt [11]. Die
Integration mit der AnfangsbedingungMz(t = 0) = 0 liefert die zeitliche
Entwicklung fu¨r den Aufbau der z-Magnetisierung ausgehend von einem
unmagnetischen Zustand:
Mz(t) =M0(1− e−t/T1) . (2.12)
Ein Beispiel dafu¨r ist das Einbringen einer neuen Probe in das statische
Magnetfeld.
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Bestimmung Spin-Gitter-Relaxation-Zeit T1
Eine mo¨gliche experimentelle Bestimmungsmethode ist das ’Inversion-
Recovery’-Experiment (Abb.2.1). Hier wird durch einen starken HF-
Puls die Gleichgewichtsmagnetisierung M0 im rotierenden Koordinaten-
system um 180◦ gekippt, so daß sie entlang der z-Achse, aber nun in
entgegengesetzter Richtung, zu liegen kommt. Ein solcher Puls wird da-
her auch als 180◦-Puls bezeichnet.
Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des ’Inversion-Recovery’-Experiments: a)-c) Be-
wegung des Magnetisierungsvektors im RKS; d) Pulsfolge
Das System befindet sich nun nicht mehr im thermischen Gleichgewicht
mit seiner Umgebung und beginnt gema¨ß der Gleichung 2.11 mit einem
Wiederaufbau des Gleichgewichtszustands. Nach einer Wartezeit t hat
sich bereits ein gewisser Anteil der Magnetisierung entlang der positiven
z-Achse wieder eingefunden. Ein zweiter Puls lenkt diese in die xy-Ebene
des RKS aus und erlaubt so die Bestimmung der bereits wieder ausgebil-
deten Magnetisierung entlang der z-Achse. Integriert man Gleichung 2.11
mit der nun geltenden Anfangsbedingung Mz(t = 0) = −M0, so ergibt
sich:
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Mz(t) =M0(1− 2e−t/T1) . (2.13)
Wird das Experiment fu¨r verschiedene Zeiten t wiederholt, so ko¨nnen die
Meßdaten an die Gleichung 2.13 angepaßt werden. Die charakteristische
Zeit T1 ergibt sich dann aus der Anpassung.
Spin-Spin-Relaxation
Die Spin-Spin-Relaxation beschreibt den Verlust der Phasenkoha¨renz
transversaler Magnetisierung. Unmittelbar nach einem HF-Puls ist die
Koha¨renz zwischen den Kernspins maximal. Molekulare Feldbeitra¨ge
fu¨hren dazu, daß diese verloren geht. Diese Relaxation der transver-
salen Magnetisierung ist nicht mit einem Energieaustausch zwischen
Spin-System und Gitter verbunden sondern erfolgt nach einem ’flip-flop’-
Prozeß zwischen den Kernspins. Der zeitliche Verlauf fu¨r die transversale
Magnetisierung kann nach [11] beschrieben werden durch:
dMxy
dt
= − 1
T2
Mxy(t) , (2.14)
mit T2 als der Spin-Spin- oder transversalen Relaxationszeit. Die Inte-
gration ergibt einen exponentiellen Zerfall des Signals:
Mxy(t) =Mxy,0e
−t/T1 . (2.15)
Meist sind zusa¨tzlich zu den zeitabha¨ngigen molekularen Feldbeitra¨gen
zeitunabha¨ngige Inhomogenita¨ten des a¨ußeren Magnetfelds B0 und Sus-
zeptibilita¨tsunterschiede in der Probe fu¨r den Signalzerfall verantwort-
lich. Diese Effekte sind fu¨r einen schnelleren Verlust der transversalen
Magnetisierung verantwortlich. Eine resultierende Zeitkonstante fu¨r den
Signalzerfall T ∗2 setzt sich dann aus den verschiedenen Beitra¨gen zusam-
men.
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Bestimmung der T2-Relaxation
Zur Bestimmung des transversalen Magnetisierungszerfalls kann die
Hahn-Echosequenz genutzt werden.
Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des ’Hahn-Echo’-Experiments: a)-b) Bewegung des
Magnetisierungsvektors im RKS ; c) Pulsfolge
Nach einem 180◦-Puls werden die Inhomogenita¨ten des a¨ußeren Magnet-
felds B0 refokussiert und es kommt zur Ausbildung eines Echos. Wird das
Experiment fu¨r verschiedene Zeiten t wiederholt, so ko¨nnen die Meßda-
ten an die Gleichung 2.15 angepaßt werden. Die charakteristische Zeit T2
ergibt sich dann aus der Anpassung.
CPMG-Sequenz [12]
Das Hahn-Echo kann auch als Multiechoexperiment durchgefu¨hrt werden
indem der Refokussierungspuls periodisch wiederholt wird. Die Sequenz
ist benannt nach den Entdeckern: Carr,Purcell, Meiboom und Gill. Der
Vorteil dieser Pulsfolge liegt in der Verku¨rzung der Meßzeit, da der Zer-
fall der Magnetisierung in nur einem Experiment
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des ’CPMG’-Experiments: Pulsfolge und Signal
aufgezeichnet wird. Jedoch treten aufgrund der mehrfachen Refokussie-
rung bei Festko¨rpern in inhomogenen Magnetfeldern zusa¨tzliche Lini-
enverscha¨lerungseffekte und sogenannte Spinlockeffekte auf, so daß die
gemessenen Zeitkonstanten fu¨r die effektive transversale Relaxation in
der Regel la¨nger sind als die mit dem Zweipulsexperiment bestimmten.
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2.2 Theorie der Kernspintomographie
Die Anwendung der NMR-Technik in der Bildgebung geht auf Lauter-
bur [13] und Mansfield [14] zuru¨ck. Lauterbur stellte 1973 fest, daß
es mo¨glich ist die Magnetfeldabha¨ngigkeit der Resonanzfrequenz in ei-
nem NMR-Experiment zur Ortskodierung fu¨r die Bildgebung zu nut-
zen. Demnach geht ein konstanter Feldgradient u¨ber die Probe einher
mit einem stark verbreiterten Spektrum. Jeder Ort wird dann durch ein
effektives Magnetfeld B(r) charakterisiert und damit durch seine ihm
eigene Resonanzfrequenz. Es resultiert eine eindimensionale Projektion
der Spindichte der Probe auf die Richtung des Feldgradienten, und die
Frequenzachse des Spektrums ist direkt proportional zur Ortsachse. Die-
se Methode wird heute meist als ’Frequenzkodierung’ bezeichnet. Die in
der NMR-Spektroskopie so wichtige Homogenita¨t des Magnetfeldes wird
nun gezielt durch konstante Gradienten gesto¨rt.
Grundlage aller Methoden zur Ortskodierung in der NMR ist die
Abha¨ngigkeit der Resonanzfrequenz der Spins einer Probe vom dort vor-
liegenden Magnetfeld B(r). Bei der Detektion des Signals in der Zeit-
doma¨ne werden sowohl dessen Frequenz als auch dessen Phase bestimmt.
Beide Gro¨ßen ko¨nnen zur Ortskodierung Verwendung finden. Dabei sind
die Konstanz und Reproduzierbarkeit der verwendeten Magnetfeldgradi-
enten eine Grundvoraussetzung fu¨r die spa¨tere Anwendung der schnellen
Fourier-Transformation (FT ) zur Berechnung der gewu¨nschten Bilder,
genauer Projektionen.
2.2.1 Die Fourier-Transformation und der k-Raum
Durch die Fourier-Transformation (FT ) wird ein Signal aus der Zeit-
doma¨ne in die Frequenzdoma¨ne u¨berfu¨hrt. Zeit und Frequenz werden
auch als konjugierte Variablen bezeichnet. Ein weiteres, durch die
Fourier-Transformation verknu¨pftes Paar konjugierter Variablen sind
der Wellenvektor k und der Ort r. Man kann sagen, daß ein Bildge-
bungsexperiment im k-Raum durchgefu¨hrt wird und das gewu¨nschte
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Bild, genauer die Projektion, durch Fourier-Transformation (FT )
dieser Daten in den r-Raum erhalten wird. Dies soll am Beispiel eines
NMR-Spektrums verdeutlicht werden.
Soll das zeitliche NMR-Signal einer Flu¨ssigkeit, z.B. Wasser, beschrieben
werden, so mu¨ssen dessen Frequenz und Zerfallsverhalten erfaßt werden.
Dieses la¨ßt sich durch eine Funktion beschreiben, welche aus einem Ro-
tationsterm und einem Relaxationsterm besteht. Der Rotationsterm gibt
die Resonanzfrequenz relativ zur Senderfrequenz wieder. Der Relaxati-
onsterm beschreibt den zeitlichen Abfall der Einhu¨llenden des Signals
und bestimmt damit allein die Linienform im Spektrum:
S(t2) = e
−iω0t2︸ ︷︷ ︸
Rotation
e−
t2
T2︸︷︷︸
Relaxation
(2.16)
Hier wurde mit Ru¨cksicht auf die in vielen Experimenten hinzukommen-
de zweite Zeitachse t1 die Zeitachse der Datenaufnahme mit dem Index 2
versehen. Eine komplexe Fouriertransformation (FT ) des Signals S(t2)
liefert das Signal in der Frequenzdoma¨ne S(ω2):
S(ω2) =
∞∫
0
e−iω0t2e−
t2
T2 eiω2t2 dt2 (2.17)
=
1
i(ω2 − ω0) + 1T2
; (2.18)
R(S(ω2)) =
1
T2
(ω2 − ω0)2 + ( 1T2 )2
; (2.19)
I(S(ω2)) = ω2 − ω0
(ω2 − ω0)2 + ( 1T2 )2
. (2.20)
Der Realteil der Frequenzdaten (R) in Gleichung (2.19) stellt eine rei-
ne absorbtive, der Imagina¨rteil (I)in Glg. (2.20) eine rein dispersive
Linie dar. ω0 benennt hier die Resonanz der Probe, ausgedru¨ckt in
Form der Kreisfrequenz. Die fu¨r das Signal in der Zeit hier angenomme-
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ne monoexponentielle Relaxationsfunktion e−
t2
T2 ist selbst die Fourier-
Transformierte der Lorentz-Funktion wie sie in Gleichung (2.19) angege-
ben ist. Da der Relaxationsterm der Zeitfunktion eine rein reelle Funk-
tion ist, ergibt sich nach der FT eine symmetrische Absortionslinie und
eine antisymmetrische Dispersionslinie. Eine physikalische Bedeutung,
na¨mlich die der Strahlungsabsorbtion in Abha¨ngigkeit von der Frequenz,
hat nur der Realteil der Funktion in der Frequenzdoma¨ne.
Die Betrachtung des konjugierten Paares k und r soll die Bedeutung der
einzelnen Teile der Gleichungen weiter verdeutlichen. Zur Vereinfachung
ist nun der Relaxationsterm, der ja auch keine Ortsinformation liefert,
weggelassen.
S(k)︸︷︷︸
Meßraum
=
∫
ρ(r)︸︷︷︸
Ortsraum
ei
krdr (2.21)
ρ(r)︸︷︷︸
Ortsraum
=
1
2π
∫
S(k)︸︷︷︸
Meßraum
e−ikrdk (2.22)
Die Gleichungen (2.21) und (2.22) kennzeichnen die Anwen-
dung die Fourier-Transformation (FT ) und der inversen Fourier-
Transformation (FT −1) in der Fourier-Bildgebung.
Die sukzessive Anwendung beider fu¨hrt wieder zum urspru¨nglichen Da-
tensatz. Zwischen diesen beiden besteht kein prinzipieller Unterschied, so
kann etwa der Faktor 12π auch auf beide Gleichungen aufgeteilt werden.
Im Bildgebungsexperiment selbst erfolgt die Ortskodierung gema¨ß Glei-
chung (2.21). Die vorgegebene ra¨umliche Verteilung der Spindichte ρ(r)
wird durch Inkrementierung der experimentellen Gro¨ße k und Aufnahme
jeweils eines komplexen Datenpunktes in Form eines S(k)-Datensatzes
kodiert. Die Messung erfolgt dabei an der gesamten Probe, was in Glei-
chung (2.21) der Integration u¨ber r entspricht. Entsprechend beschreibt
Gleichung (2.22) den Vorgang der Datenauswertung. Der durch die Mes-
sung erhaltene Datensatz S(k) wird durch eine FT in die Projektion der
Spindichte ρ(r) u¨berfu¨hrt. Erfolgt die Messung nur eindimensional, so
kann der Vektor S(k) durch einen Skalar kx ersetzt werden und das
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Meßergebnis ist dann eine Projektion auf die x-Achse ρ(x). Die Verwirk-
lichung der Inkrementierung der experimentellen Gro¨ße k soll in den
folgenden Abschnitten behandelt werden.
Diskrete Fourier-Transformation
Alles bisher u¨ber Fourier-Transformation (FT ) Geschriebene betrachtet
die Datensa¨tze im Orts- und im Meßraum als durchgehend definierte
Funktionen S(k). In der Praxis ist es aber nicht mo¨glich, den Meßraum
beliebig genau auszumessen oder gar eine solche kontinuierliche Funk-
tion im Computer zu speichern. Stattdessen wird das Signal der Probe
mit einer vorgegebenen Abtastrate digitalisiert und als Satz diskreter
Datenpunkte abgespeichert. Zur Umrechnung in den Ortsraum kommt
nun die ’Diskrete Fourier-Transformation (DFT ) zur Anwendung. Es
gelten die folgenden Transformationsgleichungen:
S(nk∆k) =
N
2 −1∑
nr=−N2
ρ(nr ∆r) e
i nk ∆k nr ∆r ; (2.23)
ρ(nr ∆r) =
1
2π
N
2 −1∑
nk=−N2
S(nk ∆k) e
−i nk ∆k nr ∆r . (2.24)
Als eine Konsequenz dieser punktweisen Abtastung des Meß-
raums S(nk ∆k) in Schrittweiten von ∆k ist der konjugierte Orts-
raum ρ(nr ∆r) nun periodisch definiert mit einer Periode von N ∆r.
Jegliche Spindichte, welche sich außerhalb dieses durch das Experiment
definierten Sichtfensters (FOV: engl. field of view) befindet, wird bei
Anwendung der inversen FT auf die Meßdaten in dieses Fenster hinein
abgebildet (engl. aliasing) (Bzgl. der Formeln zum FOV siehe 2.2.5). Die
Abbildung (2.4) soll diesen Zusammenhang verdeutlichen.
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Abbildung 2.4: Bedeutung des Sichtfensters (FOV): Im Experiment wird die kontinu-
ierliche k-Raum-Funktion (c) des Objekts (a) punktweise ausgemessen. Durch Fourier-
Transformation dieses diskreten Datensatzes wird eine Projektion des Objekts (b) erhalten.
Ist der Abstand der Meßpunkte im k-Raum zu groß gewa¨hlt, wird das Objekt in der Projek-
tion verfa¨lscht dargestellt (Faltung).
2.2.2 Frequenzkodierung
Die Einfu¨hrung konstanter Magnetfeldgradienten (G) beeinflußt die Re-
sonanzfrequenz (angegeben in Form der Kreisfrequenz ω) der Spins. U¨ber
die Probe hinweg a¨ndert sich beide linear mit dem Ort. Dieses linear
variierte Zusatzfeld a¨ndert sich unabha¨ngig vom Hauptfeld B0 und ist
im Vergleich zu diesem sehr klein. Als Konsequenz davon wird die La-
morfrequenz nur durch die zusa¨tzlichen Feldkomponenten parallel zu B0
beeinflußt. Orthogonale Komponenten haben lediglich den Effekt, das
tatsa¨chliche Feld in wenig zu kippen. Daher kann die lokale Lamorfre-
quenz folgendermaßen definiert werden:
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ω(r) = γB0 + γ Gr. (2.25)
Hier ist der Gradient G als die ra¨umliche Ableitung der z-Komponente
des Zusatzfeldes definiert, also als die ’grad’-Funktion.
G = [
d
dx
Bz ,
d
dy
Bz ,
d
dz
Bz ]
T (2.26)
Betrachtet man nun Spins an der Position r in der Probe, so ergibt sich
bei gegebener Spindichte ρ(r) als Signal dieses Probenbereichs:
S(r, t) ∝ ρ(r) eiω(r)t. (2.27)
In der Proportionalita¨tskonstanten ist die apparative Verknu¨pfung der
Probeneigenschaften mit der physikalisch gemessenen Spannung im
Spektrometer enthalten. Der Einfachheit halber soll diese nun ver-
nachla¨ssigt werden und Gleichung (2.27) wird zu:
S(r, t) = ρ(r) ei (γB0+γ
Gr)t . (2.28)
Die Gleichung (2.28) beru¨cksichtigt keine transversale Relaxation, was
sicherlich richtig ist, solange der Gradient nur ausreichend stark ist und
dadurch den Signalzerfall bestimmt. Wenn die Messung mit der Refe-
renzfrequenz ωHF erfolgt (Resonanz bei ωHF = γB0) so oszilliert das
digitalisierte Signal nur mit γ Gr. Dies wird auch als die ’on-resonance’-
Bedingung bezeichnet. Integriert man weiterhin u¨ber die gesamte Probe,
so ergibt sich:
S(t) =
∫
ρ(r) ei γ
Grtdr . (2.29)
Ein Vergleich mit der Definitionsgleichung der Fouriertransformation
(Glg.2.21) zeigt, daß die Spindichte ρ(r) in diesem Experiment als ihre
Fourier-Transformierte detektiert wird. Um dies deutlicher zu machen
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kann nun der reziproke Raumvektor k, als der konjugierte Partner der
Ortskoordinate, gema¨ß
k = γ Gt (2.30)
definiert werden. Der Betrag des k-Vektors wird in der Einheit der
reziproken La¨nge (m−1) ausgedru¨ckt. Er beschreibt eine Trajektorie
durch den k-Raum, deren Richtung durch den Gradienten G vorgege-
ben ist. Diese Trajektorie kann auf zwei Mo¨glichkeiten abgeschritten
werden: Entweder durch A¨nderung der Gradientensta¨rke |G| oder durch
Verla¨ngerung der Wirkzeit des Gradienten t. Durch Einsetzen der k-
Definition (Glg. 2.30) in Gleichung 2.29 ergibt sich fu¨r das Meßergebnis,
ganz analog Gleichung (2.21):
S(k) =
∫
ρ(r) ei
kr dr (2.31)
Dies ist die fundamentale Beziehung fu¨r die NMR-Bildgebung. Die ver-
schiedensten Meßmethoden ko¨nnen oftmals dadurch beschrieben werden,
daß man die abgeschrittenen Trajektorien des k-Raums beschreibt.
Betrachten wir nun ein Experiment, bei dem der Gradient nur entlang ei-
ner Achse eines kartesischen Koordinatensystems liegt (z.B. z), so ergibt
sich fu¨r das gemessene Signal folgende Gleichung:
S(kz) =
∫
ρ(z)e(i kzz)dz (2.32)
Hier ist die Spindichte ρ nur abha¨ngig von z, also u¨ber die beiden ande-
ren Koordinatenrichtungen integriert. Die Trajektorie durch den k-Raum
liegt hier also auf der kz-Achse. Das einfachste Experiment dieser Art ist
in Abbildung 2.5 dargestellt. Die ausgewa¨hlte k-Raumtrajektorie wird
durch die inkrementierte Verla¨ngerung der Wirkzeit des Gradienten t
durchschritten. Da im Zeitraum bei Aufnahme der Daten eine Vielzahl
von Frequenzen vorhanden sind, spricht man in diesem Fall von ’Fre-
quenzkodierung’. Der zugeho¨rige Gradient wird oft auch als ’Lesegradi-
ent’ (engl. : read gradient) bezeichnet.
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Abbildung 2.5: Frequenzkodierung: Jede Position entlang z wird durch eine eigene Frequenz
repra¨sentiert.
Bei diesem Experiment (Abb.2.5) wird allerdings nur eine Ha¨lfte der
kz-Achse ’abgefahren’. Gerade der interessante Nullpunkt (keine Gra-
dienten, also maximales Signal aus allen Probenbereichen) bleibt hier
unbeobachtet. Die Lo¨sung dieses Problems ist ein Echo-Experiment wie
in Abbildung 2.6 dargestellt.
ρ(z) = FT {S(kz)} . (2.33)
Hier werden sowohl positive als auch negative kz-Werte abgetastet erfaßt.
Durch Fourier-Transformation (FT ) wird eine Projektion der Probe auf
die z-Achse erhalten.
Abbildung 2.6: Das Spinecho mit Frequenzkodierung: Der Wert am Echomaximum re-
pra¨sentiert die totale gemessene Spindichte.
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Physikalische Bedeutung der FT der Messung
Die durch das Experiment abgebildete Gro¨ße ist eine rein reelle
Gro¨ße ρ(r). Als Ergebnis der FT der Meßdaten wird aber ein komple-
xer Datensatz erhalten. Anhand eines FID und eines Echos soll hier
kurz der unterschiedliche Weg der Dateninterpretation erla¨utert werden
(Abbildung 2.7).
Abbildung 2.7: Interpretation der Fourier-Transformierten von FID- und Echosignal:
a+b) FID und c) zugeho¨riges Spektrum mit Dispersionsanteil; d+e) Echo und f) zugeho¨riges
Spektrum ohne Dispersionsanteil.
Bei Aufnahme eines FIDs in der Zeitdoma¨ne ergibt sich nach der
FT ein Absorptionspektrum (Realteil) sowie ein Dispersionsspektrum
(Imagina¨rteil). Beide Teile enthalten dieselbe Information. Das Absorp-
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tionsspektrum hat die physikalische Bedeutung einer spektralen Dichte.
Das Magnitudenspektrum (der Betrag des komplexen Datensatzes) ist
proportional zur Wurzel der aufgenommenen Leistung. Im Falle des
(idealen) Echos sind Absorptionspektrum und Magnitudenspektrum
identisch und geben die spektrale Dichte wieder. Der Grund dafu¨r
liegt im verschwindenden Dispersionspektrum. Die beiden Teile des
Echosignals (auflaufendes und zerfallendes Signal) erzeugen nach der
FT Dispersionsanteile mit unterschiedlichem Vorzeichen und addieren
sich zu Null. Im allgemeinen werden diese beiden Seiten des Echos in
der Zeitdoma¨ne nicht exakt gleich sein und ein schwaches Dispersions-
spektrum bleibt erhalten. Bei der numerischen Berechnung der FT
eines Echos muß der Datensatz vorher zyklich verschoben werden, so
daß das Echomaximum im ersten Datenpunkt liegt. Anderenfalls tritt
im Spektrum ein Phasenfehler 1. Ordnung auf.
2.2.3 Phasenkodierung
Wie weiter oben bereits erwa¨hnt kann die Trajektorie im k-Raum gema¨ß
Gleichung (2.30) auf zwei Weisen abgeschritten werden. Bei der Fre-
quenzkodierung erfolgt dies durch Verla¨ngerung der Wirkzeit des Gra-
dienten t unter gleichzeitiger Aufnahme der Daten. Eine Alternative
wird in Abbildung 2.8 gezeigt. Die Ortskodierung in Sinne einer k-
Raumabtastung erfolgt nun bereits vor der Datenaufnahme. Ein Gra-
dient konstanter Dauer wirkt auf die transversale Magnetisierung. Nach
dessen Ende hat die Magnetisierung, in Abha¨ngigkeit von ihrer Positi-
on r, eine spezifische Phasena¨nderung (φ) erfahren:
φ =
∫ t
0
ω(t′)dt′ = ωt . (2.34)
Alle Information ist nun in der Signalphase enthalten. Die Methode heißt
entsprechend auch ’Phasenkodierung’ und der zugeho¨rige Gradient der
Phasenkodiergradient (engl. phase encoding gradient). Im k-Raum wird
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nun gema¨ß Gleichung 2.30 genau ein Punkt abgetastet. Die Wiederho-
lung des Experiments unter Inkrementierung der Gradientensta¨rke |G|
liefert alle Datenpunkte der Trajektorie und eine Fourier-Transformation
u¨berfu¨hrt diese in die 1D-Projektion im Ortsraum.
Abbildung 2.8: Einfaches Experiment mit Phasenkodierung: Nach einem 90◦-Puls wird fu¨r
eine fixe Zeit ein Gradient geschaltet und nach dessen Abschluß das Signal aufgenommen.
Die Aufnahme eines einzelnen Datenpunktes ist hierbei im Prinzip ausreichend. Die Inkre-
mentierung der Gradientensta¨rke von −G0p bis +G0p in einer Serie solcher Experimente liefert
die k-Raum-Trajektorie.
Eine schrittweise Verla¨ngerung der Gradientendauer ist nicht empfeh-
lenswert, da das Signal nach dem Puls mit der charakteristischen Zeit
T ∗2 zerfa¨llt und daher eine gleichma¨ßige Gewichtung der k-Raumdaten
nicht gegeben ist. Ein Vorteil dieser Methode ist, daß die Kodierzeit, also
die Wirkzeit des Gradienten, kurz sein kann und dadurch auch harte
Materialien mit kurzlebigen NMR-Signalen vermessen werden ko¨nnen.
Mit der Phasenkodierung kann eine bessere Ortsauflo¨sung erreicht
werden als mit der Frequenzkodierung. Darauf soll im Abschnitt 2.2.4
genauer eingegangen werden.
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2.2.4 Ortsauflo¨sung
Sowohl bei der Frequenzkodierung als auch bei der Phasenkodierung ist
die erreichbare Ortsauflo¨sung durch die Gu¨te der im k-Raum erfolgten
Messung begrenzt. Bestimmend ist dabei die betragsma¨ßig gro¨ßte dort
abgefragte Position |k|max. Erst die Messung auch bei großen k-Werten
liefert die notwendige Information, um im Ortsraum eine Feinstruktur
abbilden zu ko¨nnen. Definiert man die Auflo¨sung im Ortsraum ∆r
−1
als
den reziproken Abstand zweier noch unterscheidbarer Bildelemente, so
kann dies in folgender Formel (2.35) zusammengefaßt werden:
∆r
−1
=
kmax
2π
. (2.35)
Die Ortsauflo¨sung ∆r
−1
wird im Experiment also maßgeblich durch den
bei der k-Raumabtastung betriebenen Aufwand bestimmt. Wenn keine
anderen beschra¨nkenden Faktoren, wie ein schlechtes Signal-zu-Rausch-
Verha¨ltnis (S/N) oder ein schneller NMR-Signalzerfall mit der charak-
teristischen Zeit T ∗2 vorliegen, so ist Gleichung 2.35 bestimmend fu¨r das
zu erreichende Auflo¨sungsvermo¨gen in einem Bild. Im Falle der Fre-
quenzkodierung muß aber auch erwa¨hnt werden, daß die Gu¨te der k-
Raumvermessung nicht allein durch Messen u¨ber einen langen Zeitraum
hinweg erreicht werden kann. Zerfa¨llt in der Aufnahmezeit das NMR-
Signal mit der charakteristischen Zeit T ∗2 , so kann dieser Signalverlust
der bestimmende Faktor fu¨r die Ortsauflo¨sung werden. In diesem Fall
gilt:
∆r
−1
=
2
T ∗2 γ|G|2
G . (2.36)
Die Gewichtung der k-Raumdaten durch den NMR-Signalzerfall kann als
reelle Funktion W (k) beschrieben werden. Daraus ergibt sich nach der
Fourier-Transformation die sogenannte ’point-spread-function’ (PSF).
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Diese komplexe Funktion beschreibt das sich ergebende ’Bild’ fu¨r einen
einzelnen Meßpunkt:
PSF (r) = FT (W (k)) . (2.37)
Das Ausmaß und die Form der Verbreiterung eines Punktes der Probe
im gemessenen Bild ist damit vollsta¨ndig beschrieben.
2.2.5 Experimenteller Bildausschnitt (FOV )
Wie bereits im Kapitel 2.2.1 vorgestellt ist das Sichtfenster einer Mes-
sung (FOV) nicht identisch mit den geometrischen Ausmaßen einer Pro-
be. Fu¨r die verschiedenen Kodiertechniken sollen hier nun die Formeln
angegeben werden. Das Sichtfenster bei der Frequenzkodierung FOVfreq
ist gegeben durch:
FOVfreq =
2π
∆k
=
2π
γGfreq∆t
(2.38)
Dabei ist ∆t der Zeitabstand zwischen zwei Datenpunkten der Messung
und Gfreq die Sta¨rke des Lesegradienten. Die Abtastrate des Signals ∆t
ist hier also fu¨r das FOV entscheidend. Diese ist umgekehrt proportio-
nal zum aufgenommenen Frequenzfenster (engl. sweep width), welches
man zur Rauschunterdru¨ckung mo¨glichst klein halten mo¨chte. Fu¨r die
Phasenkodierung ergibt sich das Sichtfenster FOVphas zu:
FOVphas =
2π
∆k
=
2π
γ∆Gphas tG
(2.39)
2.2. THEORIE DER KERNSPINTOMOGRAPHIE 29
Hier bedeutet tG die Wirkzeit des Phasengradienten und ∆G die Schritt-
weite der A¨nderung der Gradientensta¨rke. Letztere ist nun bestimmend
fu¨r das Sichtfenster (FOV).
2.2.6 Effekt der chemischen Verschiebung
Die bisherige Beschreibung der Bildgebung ging stillschweigend davon
aus, daß es in der Probe ohne angelegten Feldgradienten nur eine La-
morfrequenz gibt. Verschiedene Spinspezies mit jeweils eigener Reso-
nanzfrequenz wurden dabei nicht betrachtet. Der Effekt der chemischen
Verschiebung ist aber nicht zu vernachla¨ssigen und zeigt einen interes-
santen Unterschied zwischen den Methoden der Phasen- und der Fre-
quenzkodierung auf. Im Falle der Phasenkodierung ist die chemische
Verschiebung im Prinzip bedeutungslos. Allerdings liegt hier die Tu¨cke
im Detail. Wenn bei der Frequenzkodierung die k-Raumabtastung mit
fortschreitender Acquisitionszeit erfolgt, so ist gleichzeitig auch die che-
mische Verschiebung pra¨sent.
In Abwesenheit eines Gradienten wa¨re das Ergebnis der Messung nach
der FT ein Spektrum der chemischen Verbindung (Abb. 2.9 b. Durch
die Wirkung des Gradienten aber kommt die eindimensionale Projek-
tion der Probe zu dieser hinzu (Abb.2.9 a). Das Resultat Sges(ω)
ist die Folge einer Faltung beider auf der Frequenzachse dargestellten
Profile(Abb.2.9 c). Spektrum A(ω) und Projektion S(ω) sind nun im
Sinne einer mathematischen Faltung (Symbol ⊗ ) verbunden:
Sges(ω) = S(ω)⊗ A(ω)
Sges(ω) = FT −1(FT (S(ω)) × FT (A(ω)) ) .
(2.40)
Die Gleichungen 2.40 gibt wieder, daß die beiden Funktionen in der Fre-
quenzdoma¨ne miteinander durch die Faltung verknu¨pft werden. Glei-
chung 2.40 zeigt dagegen einen Weg auf wie diese Faltung tatsa¨chlich
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Abbildung 2.9: Einfluß der chemischen Verschiebung bei der Frequenzkodierung: Ein Ob-
jekt (a: dargestellt auf einer Frequenzachse) wird durch das Vorhandensein von chemischer
Verschiebung (b: klassisches Spektrum) verfa¨lscht dargestellt (c: Projektion als Faltung von
Ortsinformation und Spektrum)
erfolgt. Die k-Raumdaten der Bildgebung werden in diesem (Zeit/k)-
Raum miteinander multipliziert. Nach der Ru¨cktransformation in den
(Frequenz/Orts)-Raum resultiert dann das Ergebnis der Messung. In
Abbildung 2.9 wird das Ergebnis einer solchen Faltung verdeutlicht.
2.2.7 Das Filterkonzept
Ein Aspekt bei der Anwendung der NMR-Bildgebung ist die gezielte
Auswahl eines Teilbereichs der gesamten Magnetisierung einer Pro-
be. Dadurch sind verschiedene Kontraste in die erhaltenen Bilder
einfu¨hrbar. Nicht ρ(r) wird in der Messung kodiert, sondern nur ein
Teil der Gesamtspindichte welche, durch eine der Bildgebungssequenz
vorgeschaltete Pulsfolge, ausgewa¨hlt wurde. Als Beispiel soll hier ein T1-
Filter vorgestellt werden (Abbildung 2.10). Das aus der Spektroskopie
bekannte ’inversion-recovery’-Experiment dient dort zur Bestimmung
der charakteristischen Zeit T1, der Spin-Gitter-Relaxation (Siehe 2.1.3).
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Wird die Zeit τ dieses Filters geeignet eingestellt, so kann eine der vor-
handenen Komponenten aus dem Bild entfernt werden. Voraussetzung
dafu¨r ist allerdings, daß deutliche Unterschiede der Probenkomponenten
im Relaxationsverhalten bestehen. Weitere Filter sind z.B. Filter zur
Diffusionsgewichtung oder chemisch selektive Filter.
Abbildung 2.10: Ein T1-Filter mit der angepaßten Zeit (τ) selektiert Magnetisierung und
bewirkt damit einen Kontrast im Bild. In der Praxis ist die Echozeit (TE) kurz im Vergleich
zur Zeit τ .
2.2.8 Schichtselektion
Bei allen bisher vorgestellten Methoden zur Ortskodierung wurde eine
eindimensionale Projektion des Objekts auf eine durch die Gradi-
entenrichtung vorgegebene Achse erhalten. Dabei repra¨sentiert jeder
Bildpunkt die u¨ber beiden verbleibenden Dimensionen integrierte
Intensita¨t. Wu¨nschenswert ist aber das Messen eines Schnittes durch
das Objekt. Um dies zu erreichen, muß die zu messene Schicht der
Probe selektiert werden. Bei der Schichtselektion (engl. slice selection)
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wird dies durch einen in der Amplitude modulierten, relativ langen
Hochfrequenzpuls (HF-Puls) bewirkt. In Abbildung 2.11 wird dies
deutlicher. Die reziproke Dauer des geformten Pulses entspricht in
etwa seinem Anregungsbereich in der Frequenzdoma¨ne (∆ν ≈ t−1Puls).
Diese ist jedoch auch von der Form abha¨ngig. Ein geformter Puls mit
’sinc’-Form (sinc(t) = sin(t)/t) entspricht der gena¨herten Kastenform
im Frequenzraum. Diese Betrachtung geht davon aus, daß die Pulsform
in der Zeit und das durch diesen angeregte Frequenzfenster um die HF-
Grundfrequenz herum ein Fourier-Paar bilden. Dies ist eine Na¨herung
fu¨r kleine Pulswinkel [15].
Abbildung 2.11: Selektive Anregung durch einen geformten Puls: a) Dauer und Form des
HF-Pulses in der Zeit; b) resultierendes Anregungsfenster in der Frequenzdoma¨ne.
Ist zur Zeit des Pulses auch ein Gradient (z.B. Gz) wirksam, so wird das
Frequenzfenster um die HF-Grundfrequenz herum umgewandelt in eine
angeregte Schichtdicke entlang der zugeho¨rigen Ortsachse (z-Achse). Die
Position dieser senkrecht zur Gradientenrichtung ausgewa¨hlten Schicht
kann durch Verschieben der HF-Grundfrequenz gea¨ndert werden. Diese
Schichtselektion kann entlang einer beliebigen Richtung erfolgen und ist
unabha¨ngig von der nachfolgenden Ortskodierung durch Phasen- und
Frequenzkodiergradienten.
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2D-Fourier-Bildgebung
Die Phasenkodierung zeitlich vor einer Datenaufnahme bietet die
Mo¨glichkeit, wa¨hrend der noch ungenutzten Detektionszeit (t2) eine
zweite Ortsdimension durch Frequenzkodierung vorzunehmen. Sinnvol-
lerweise stehen die beiden dazu genutzten Gradientenrichtungen senk-
recht aufeinander. Damit wird es mo¨glich, im k-Raum entlang eines kar-
tesischen Koordinatensystems eine ganze Fla¨che abzutasten, also nach
der FT eine 2D-Projektion zu erhalten. Dieses Konzept wird auch als
’2D-Fourier-Bildgebung’ bezeichnet [16]. Die Abbildung 2.12 zeigt eine
Realisierung dieses Konzepts, genannt das ’Spin-Warp-Experiment’[17].
Eine Schichtselektion ist durch Verwendung selektiver Pulse mo¨glich.
Abbildung 2.12: Das Spin-Warp-Experiment ohne Schichtselektion: Durch den 90◦-Puls wird
transversale Magnetisierung erzeugt welche der 180◦-Puls refokussiert. Wa¨hrend tphase erfolgt
die Phasenkodierung entlang y. Der ’read’-Gradient Greadx kodiert entlang der x-Richtung.
Das Experiment wird unter Inkrementierung des Phasengradienten mehrfach wiederholt. Die
Wirkrichtungen der Gradienten sind dabei variabel, sollten aber senkrecht zueinander liegen.
Die im k-Raum zuru¨ckgelegte Trajektorie ist in Abbildung 2.13 fu¨r
einen Wert des Phasengradienten Gp eingezeichnet. Dephasierungs-
Read-Gradient und Phasengradient zusammen fu¨hren im k-Raum zum
Ausgangspunkt der Datenaufnahme. Dieser liegt in Abbildung 2.13 un-
ten links. Die Datenaufnahme unter dem Rephasierungs-Readgradienten
entspricht im k-Raum der darauf folgenden Parallelen zur kx-Achse. Fu¨r
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jeden Schritt in der Inkrementierung des Phasengradienten Gp, hier in
y-Richtung angenommen, wird das Experiment wiederholt und eine wei-
tere, zur ersten parallelen, Trajektorie im k-Raum abgetastet. Die Fre-
quenzkodierung mit dem Lesegradienten Gr erfolgt hier in x-Richtung.
Abbildung 2.13: Der k-Raum: Eine Trajektorie, entsprechend einem Wert fu¨r den Phasen-
gradienten, ist als gestrichelte Linie eingezeichnet.
Die Formulierung des Meßsignals, unter Vernachla¨ssigung der Relaxati-
on, erfolgt nun fu¨r zwei Dimensionen. Ausgehend von der allgemeinen
Gleichung fu¨r das Meßsignal (2.21) werden zuna¨chst die Vektoren (r
und k) durch ihre kartesischen Komponenten ersetzt.
S(k) =
∫
ρ(r) ei
kr dr
=
∫
ρ(x, y, z) ei(kxx+kyy+kzz) dx dy dz
(2.41)
Da in z-Richtung nicht kodiert wird ist kz = 0 zu setzen.
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S(kx, ky) =
∫ ∫ ∫
ρ(x, y, z) ei(kxx+kyy) dx dy dz
=
∫ ∫ ∫
ρ(x, y, z)dz ei(kxx+kyy) dx dy
(2.42)
Demgema¨ß ist im Experiment die Spindichte nur als Funktion der Koor-
dinaten x und y beschrieben. Dabei wird u¨ber die dritte Ortskoordinate
integriert (ρ′(x, y) =
∫
ρ(x, y, z)dz).
S(kx, ky) =
∫ ∫
ρ′(x, y)e(i(kxx+kyy))dx dy ,
(2.43)
wobei die k-Raumkoordinaten durch die Parameter des Experiments fol-
gendermaßen definiert sind:
kx = kread = γGreadt2 = γGxt2
ky = kphase = γGphaset1 = γGyt1 .
(2.44)
Stellt man die Verknu¨pfung der k-Raumkoordinaten mit den Meßpara-
metern her, so ergibt sich nach dem Einsetzen:
S(t2, Gy) =
∫ ∫
ρ′(x, y)e
(i(γGxt2 x︸ ︷︷ ︸
1.Paar
+γGyt1 y)︸ ︷︷ ︸
2.Paar
)
dx dy .
(2.45)
In der Gleichung 2.45 sind die beiden Fourier-Paare gekennzeichnet.
Wie spa¨ter gezeigt werden soll, ko¨nnen durch das Experiment eine
Vielzahl weiterer Fourier-Paare gleichzeitig eingefu¨hrt werden. Wichtig
ist dabei lediglich, daß diese Koordinaten zueinander orthogonal sind.
Allgemein gilt, daß die Phasenkodierung gleichzeitig in allen drei
Richtungen mo¨glich ist. Die Frequenzkodierung aber immer nur fu¨r
eine Ortsdimension genutzt werden kann und dabei außerdem sta¨rker
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von den Eigenschaften der Probe, wie elektrischer Leitfa¨higkeit und
Suszeptibilita¨ts-Schwankungen, abha¨ngt.
2.3 Bildgebung an bewegten Systemen
Die in dieser Arbeit bisher beschriebene Bildgebung behandelte aus-
schließlich Proben, die wa¨hrend der gesamten Messung unbewegt sind.
Ist dies jedoch nicht gegeben, so kommt es zu Artefakten. Das NMR-
Signal eines sich bewegenden Probenbereichs erfa¨hrt unter den verschie-
denen Feldgradienten zusa¨tzliche Phasenverschiebungen, welche die Mes-
sung im k-Raum verfa¨lschen. In begrenztem Maße ist es mo¨glich durch
das Experiment diese Bewegungsartefakte zu reduzieren.
Den grundsa¨tzlichen Effekt soll die Abbildung 2.14 verdeutlichen. Ge-
zeigt sind zwei Bewegungen x(t) unter einem Gradienten Gx(t) und die
resultierenden Signalphasen φ(t) =
∫
γGx(t)xdt im Vergleich zum stati-
schen Fall.
Die ’Methode der Momente’ fu¨r bewegte Systeme
Bei der Definition des k-Raumvektors (Glg. 2.30) wurden sowohl die
Gradientensta¨rke G als auch der Ort r als konstant angenommen. Bei-
de Einschra¨nkungen sollen nun fallengelassen werden. Ausgehend von
Gleichung 2.29 ergibt sich:
S(t) =
∫
ρ(r0) e
iφ(r0,t)dr0 (2.46)
Dabei ist φ(r0, t) die Phase der Signale vom Ursprungsort r0 zum Zeit-
punkt t. Im Falle der statischen Probe war die Phase gegeben durch:
φ(t) = kr. Da nun Ort und Feldgradient als vera¨nderlich betrachtet
werden, muß ein Integral u¨ber die Zeit eingefu¨hrt werden:
φ(t) = γ
∫
G(t)r(t) dt . (2.47)
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Abbildung 2.14: Schema zur Verdeutlichung von Bewegungseffekten: a) Der Ort als Funk-
tion der Zeit r(t) und b) die resultierende NMR-Signalphase φ(t) unter einem konstanten
Feldgradienten.
Um diese Gleichung (2.47) lo¨sen zu ko¨nnen muß eine Annahme u¨ber die
Bewegung r(t) gemacht werden. Die naheliegendste ist dabei, daß die
Bewegung als Taylor-Reihe entwickelt werden kann (Gleichung 2.48).
r(t) = r0︸︷︷︸
r0
+(
∂r
∂t
)︸︷︷︸
v
t+
1
2
(
∂2r
∂t2
)︸ ︷︷ ︸
a
t2 + · · ·+ 1
n!
(
∂nr
∂tn
)tn (2.48)
Ordnet man den ersten drei Termen der Taylor-Reihe die Bedeutungen
Ort r, Geschindigkeit v und Beschleunigung a zu und bricht die Rei-
henentwicklung danach ab, so kann Gleichung 2.47 geschrieben werden
als:
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φ(t) = γ
∫
G(t) (r0 + vt+
1
2
at2) dt ;
= γ
∫
G dt︸ ︷︷ ︸
M0
r0 + γ
∫
G t dt︸ ︷︷ ︸
M1
v + 12γ
∫
G t2 dt︸ ︷︷ ︸
M2
a .
(2.49)
Allgemein ist das n-te Moment des magnetischen Feldgradienten defi-
niert als:
Mn =
∫
G tn dt . (2.50)
Eine geschickte Wahl der Gradientenform und Position in der Pulsse-
quenz kann dazu fu¨hren, daß einzelne Momente zu Null werden und der
damit verknu¨pfte Term der Bewegungsgleichung im Experiment nicht
in Erscheinung tritt. Ein Beispiel dafu¨r wird in Abbildung 2.15 gegeben.
Setzt man die Momente in die Signalgleichung ein (Siehe Gleichung 2.51),
so ergibt sich, daß das nullte Moment M0 und k eng miteinander ver-
knu¨pft sind.
S(t) =
∫
ρ(r0) e
i γ( M0r0+ M1v+ 12 M2a) dr0 (2.51)
Es gilt, daß der k-Vektor durch Multiplikation des nullten Moments mit γ
erhalten wird (Glg. 2.52). Entsprechend lassen sich auch aus den ho¨heren
Momenten die Gro¨ßen q und 7 ableiten:
k = γ M0 = γ
∫
G(t) dt ,
q = γ M1 = γ
∫
G(t) t dt ,
7 = 12γ
M2 =
1
2γ
∫
G(t) t2 dt .
(2.52)
Nutzt man nun diese neuen Parameter, um die Signalgleichung S(t) aber-
mals zu schreiben, so ergibt sich[18]:
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S(t) =
∫
ρ(r0) e
i (kr0+qv+/a)dr0 ,
=
∫
ρ(r0) e
ikr0 ei qv ei/a dr0 . (2.53)
Aus den beiden Gleichungen 2.52 und 2.53 wird nun klar, welche Bedeu-
tung die neuen Gro¨ßen q und 7 haben. Der Vektor q ist die konjugierte
Variable zur Geschwindigkeit v, und 7 diejenige zur Beschleunigung a.
Alle diese Variablen sind durch die Fourier-Transformation FT mitein-
ander verknu¨pft. Nachfolgend soll an einem Beispiel die Nu¨tzlichkeit
dieser Betrachtungsweise gezeigt werden.
Die Abbildung 2.15 zeigt die CPMG-Sequenz in der Anwesenheit eines
konstanten Gradienten. In dieser einfachen Multiecho-Sequenz variieren
die Intensita¨ten der Echos alternierend. So ist das zweite Echo intensiver
als das erste. Betrachtet man den Verlauf von 0.Moment, 1.Moment und
2.Moment, also die Entwicklung der dazu proportionalen Variablen k,
q und 7 im Verlauf der Pulssequenz, so findet sich eine Erkla¨rung. In
jedem der Echos ist das 0.Moment gerade kompensiert, also gleich Null.
Das 1-Moment jedoch ist lediglich in jedem zweiten Echo kompensiert.
Bei allen ungeradzahligen Echos hat dieses 1.Moment einen konstanten
Wert ungleich Null und fu¨hrt zu einer verringerten Echointensita¨t. Fu¨r
das 2.Moment gilt, daß es mit jedem geraden Echo linear anwa¨chst.
Seine Wirkung auf die Intensita¨t der Echos wird also nicht refokussiert.
Vernachla¨ssigt man den Signalzerfall durch Relaxationseffekte (e.g.T2),
so kann die Pulssequenz als Abtastung des 7-Raums verstanden werden.
Alle geraden Echos fallen aufgrund des zunehmenden 2.Moments, also
der immer sta¨rkeren Kodierung im 7-Raum ab. Die ungeraden Echos
werden außerdem durch koha¨rente Bewegungspha¨nomene abgeschwa¨cht.
Bei einer solchen Messung wird also integral u¨ber die gesamte Probe die
Verteilungsfunktion einer gemittelten Beschleunigung P ( ¯|a|) als Fourier-
Transformierte der Meßdaten bestimmt.
Die Frage nach dem Sichtfenster im Geschwindigkeitsraum (FOVv) bzw.
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Beschleunigungsraum (FOVa) und des Auflo¨sungsvermo¨gens einer sol-
chen Messung ∆v
−1
bzw. ∆a
−1
ist analog zu den k-Raum-Betrachtungen
(Gleichungen 2.38 und2.35) zu beantworten. Es gilt fu¨r den Geschwin-
digkeitsraum:
FOVv =
2π
∆q
; (2.54)
∆v
−1
=
qmax
2π
. (2.55)
Bzw. fu¨r den Beschleunigungsraum:
FOVa =
2π
∆7
; (2.56)
∆a
−1
=
7max
2π
. (2.57)
Anwendungen solcher Messungen bestehen in der Charakterisierung
von Fließverhalten in Flu¨ssigkeiten. So ko¨nnen laminarer Fluß und der
sogenannte ’plug flow’ dadurch unterschieden werden.
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Abbildung 2.15: Betrachtung der Momente in der CPMG-Sequenz: a) die HF-Pulse und
die dazwischen liegenden Echos. Ist die Probe bewegt (z.B. Konfektion), so alternieren die
Echos in ihrer Intensita¨t; b) konstanter Gradient Gread und der effektive Gradient G∗ bei
Beru¨cksichtigung der Invertierung des Spinsystems durch die 180-Pulse; c) die ersten drei
Momente des Gradienten in der Zeit: Das 0.Moment ist in jedem Echomaximum gerade kom-
pensiert. Das 1.Moment wird aber nur in jedem 2.Echomaximum kompensiert und bewirkt
den zeitweisen Signalverlust durch bewegte Probenbereiche. Das 2.Moment wa¨chst sta¨ndig
an und bedingt, daß beschleunigte Probenbereiche zu irreversiblem Signalverlust fu¨hren.
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Abbildung 2.16: 7-Raum-Vermessung mit der CPMG-Sequenz:a)der effektive Gradi-
ent G∗ und b) die Entwicklung des 2.Moments am Ort eines jeden geraden Echos.
Abbildung 2.17: q-Raum-Vermessung mit dem Gradientenecho (a) und sein Effekt auf
die Momente; (b) Durch die lineare Entwicklung von M1 kann eine Geschwindigkeit
direkt gemessen werden.
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2.4 Bildgebung bei periodischen Bewegungen
Im Unterkapitel 2.3 wurde eine allgemeine Bewegung r(t) in einer Taylor-
Reihe entwickelt und die erhaltenen Terme fu¨r den Ort r0, die Geschwin-
digkeit v und die Beschleunigung a als die Bewegung charakterisierend
betrachtet. A¨ndern sich diese Gro¨ßen wa¨hrend einer Messung nicht, so ist
diese Betrachtung zula¨ssig. Im Falle einer, im Vergleich zur Meßdauer,
schnellen periodischen Bewegung ist die Charakterisierung durch die-
se drei Parameter jedoch falsch. In der Taylor-Reihe ko¨nnen die ho¨heren
Terme nicht vernachla¨ssigt werden. Im folgenden soll nun die Bildgebung
an Systemen mit periodisch zyklischen Bewegungen na¨her betrachtet
werden.
Definition der periodisch zyklischen Bewegung
Ganz allgemein ist dieser Bewegungstyp durch Gleichung 2.58 definiert.
Dabei ist Tm die Periode der Bewegung in der Zeit.
r(t) = r(t+ Tm) (2.58)
Abbildung 2.18: Beispiele fu¨r zwei periodische Bewegungen: a) Kurve genu¨gt der allg. Defi-
nition; b) Sinusfo¨rmige Bewegung
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Setzt man als eine einfache periodische Bewegungsform die sinusfo¨rmige
Oszillation an (Abb.2.18b) so kann der Ort in der Zeit r(t) definiert
werden als:
r(t) = r0 + ξ0(r0) sin(ωmt+ φm(r0) ) (2.59)
Dabei erfolgt die Bewegung um die Ruhelage r0 herum. Die Amplitude
der Bewegung ξ0(r0) beschreibt die maximale Entfernung des Teilchens
von dieser Ruhelage, die wa¨hrend einer zeitlichen Periode der Bewe-
gung (Tm = 2π/ωm) auftritt. Jede Position auf der Kurve ist durch das
Argument der Sinus-Funktion (i.e. Phase der Bewegung) eindeutig be-
stimmt.
2.4.1 Einfluß der Gradienten auf die Signalphase
Ausgehend von der Grundgleichung 2.60 fu¨r das im Experiment gemes-
sene Signal:
S(G, t) =
∫ t
0
ρ(r0) e
iφ(G,r0)dr0 (2.60)
soll nun der Einfluß periodischer Bewegung auf die Signalphase φ(G,r0)
betrachtet werden. Zuna¨chst wird von einem zeitlich konstanten Feldgra-
dienten Gph ausgegangen werden, der fu¨r einen Zeitraum tph angeschaltet
ist. Abbildung 2.19 soll dies verdeutlichen. Dieser Ansatz entspricht ei-
nem Phasengradienten in einem ’Spin-Warp’-Experiment.
Neben der Kodierung der Position in der Probe (r0) wird durch den
Phasengradienten auch die Bewegung kodiert (Abb.2.19 Teile a und
b). Die damit verbundene zusa¨tzliche Signalphase φ ist abha¨ngig von
der Gradientendauer tph und der Bewegungsphase φm zu Beginn des
Gradienten(Abb.2.19 Teil c). Im folgenden sollen die dies beschreiben-
den Gleichungen hergeleitet werden.
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Abbildung 2.19: Die Wirkung eines Phasengradienten (Gph) auf die Signalphase einer pe-
riodisch bewegten Probe: a) Zeitverlauf fu¨r Gradient und Bewegung am Ort r0 = 0; b) Ent-
wicklung der Signalphase unter dem Gradienten; c) resultierende Signalphase φ als Funktion
der Bewegungsphase (φm) zu Beginn des Gradienten (t = t0).
Unter der Wirkung des zusa¨tzlichen Magnetfeldes (Gphr) entwickelt sich
die Signalphase der Spins am Ort r gema¨ß:
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φ(r, tph) =
∫ tph
0
ω(r)dt′ = γ
∫ tph
0
Gphr(t
′)dt′
= γ
∫ tph
0
Gphr0 dt
′
+ γ
∫ tph
0
Gph ξ0(r0) sin(ωmt
′ + φm(r0)) dt′
= γ Gphtph r0
+ γ Gphξ0(r0)ω
−1
m ( cos(ωmtph + φm(r0))− cos(φm(r0) ) .
(2.61)
Ordnet man die Variablen nach Meßparametern und zu messenden
Gro¨ßen um und setzt ωm =
2π
Tm
:
φ(r, tph) = k rvirtuell (2.62)
k = γ Gphtph (2.63)
rvirtuell = r0 + ξ0(r0)
Tm
2π tph
( cos(ωmtph + φm(r0))− cos(φm(r0)) , (2.64)
so zeigt sich, daß die Ortskodierung des Phasengradienten nun
verfa¨lscht wird. In Abha¨ngigkeit vom Meßparameter tph und dem
Phasenzustand φm(r0), in dem sich eine Bewegung zum Zeitpunkt des
Gradientenbeginns befindet, ist nun ein virtueller Ort rvirtuell (Glg.2.64)
definiert, an dem die Spindichte ρ(r0) im Bild abgebildet wird. Eine ex-
perimentelle Voraussetzung ist dabei allerdings, daß der Phasenzustand
der Bewegung φm(r0) bei jeder Wiederholung der Pulsfolge gleich ist.
Dazu mu¨ssen Bewegung und NMR-Experiment zeitlich fest miteinander
verknu¨pft sein (Phasen-Trigger).
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2.4.2 Einfluß der oszillierenden Bewegung auf die Frequenz-
kodierung
Betrachtet man das eindimensionale Experiment mit Frequenzkodierung
und der Aufnahme eines Echos (Abbildung 2.20), so erfolgt die Daten-
aufnahme in der Zeitdoma¨ne (t2). Von Meßpunkt zu Meßpunkt a¨ndert
sich am Ort r0 die Phase der mechanischen Anregung und wirkt sich
damit fu¨r jeden Datenpunkt im k-Raum unterschiedlich aus. Zur Be-
schreibung dieses Experiments muß die Signalphase φ(r, t2) als Funktion
der Aquisitionszeit t2 beschrieben werden und das komplexe Signal (ρe
iφ)
u¨ber den Ort integriert werden. Zuna¨chst soll der Beitrag der Spins am
Ort r0 zur Signalphase φ(r, t2) als Funktion der experimentellen Para-
meter beschrieben werden.
φ(r, t2) = γ
∫ t2
0
G(t)r(t) dt (2.65)
Die Gradientenfunktion setzt sich aus dem Dephasierungsgradienten vor
dem 180◦-Refokussierungspuls und dem gleich großen ’Read’-Gradienten
wa¨hrend der Aquisitionszeit t2 zusammen. Als Null-Zeitpunkt wird der
Beginn des Dephasierungsgradienten gewa¨hlt. Aus Gleichung 2.65 ergibt
sich nun:
φ(r, t2) = γ
∫ t1
0
− Gr(t) dt+ γ
∫ t2
t2,start
Gr(t) dt . (2.66)
Durch Einfu¨hren der Bewegungsgleichung (Glg.2.59) fu¨r r(t) ergibt sich
fu¨r die Signalphase φ(r, t2) nun die Abha¨ngigkeit von der Ruhelage r0
durch folgende Formel:
φ(r0, t2) = −γ G t1 r0
−γ Gξ0ω−1m ( cos(ωmt1 + φm)− cos(φm) )
+γ G (t2 − t2,start)r0
+γ Gξ0ω−1m ( cos(ωmt2 + φm)− cos(ωmt2,start + φm)) .
(2.67)
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Abbildung 2.20: Der Einfluß der periodischen Bewegung auf die Frequenzkodierung: a) eine
sinusfo¨rmige Bewegung (ξ(t2)) und die beiden Teile des Frequenzkodiergradienten (G(t2));
b) die daraus resultierende Signalphase (φ(t2))als Funktion der Zeit (t2).
Hierbei ist zu beachten, daß sowohl die Phase der mechanischen Bewe-
gung zu Beginn des ersten Gradienten φm = φm(r0, t2 = 0) als auch die
Amplitude der Bewegung ξ0 = ξ0(r0) ortsabha¨ngig sein ko¨nnen. Nach
einem Umsortieren der Terme bezu¨glich der Meßvariablen t2 ergibt sich:
φ(r0, t2) = γ Gt2r0 + γ Gξ0ω
−1
m cos(ωmt2 + φm)
−φstart(r0)
(2.68)
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φstart(r0) = γ G(t1 + t2,start)r0
+γ Gξ0ω−1m
{ cos(ωmt1 + φm)− cos(φm) + cos(ωmt2,start + φm)} .
(2.69)
Fu¨r das gemessene Signal S(G, t2) gilt nun, nach Integration u¨ber die
gesamte Probe, die Gleichung:
S(G, t2) =
∫
ρ(r0)e
i φ(r0,t2)dr0
=
∫
ρ(r0)
× ei γ Gt2r0
× e−i γ G(t1+t2,start)r0
× ei γ Gξ0ω−1m cos(ωmt2+φm)
× e−i γ Gξ0ω−1m cos(ωmt1+φm)
× ei γ Gξ0ω−1m cos(φm)
× e−i γ Gξ0ω−1m cos(ωmt2,start+φm) dr0 .
(2.70)
Wird in der Experimentgestaltung die Periode der mechanischen Anre-
gung mit beru¨cksichtigt, so kann der Zeitabstand zwischen den Start-
zeitpunkten der beiden Gradienten zu einem Vielfachen der Periode ein-
gestellt werden (i.e. t2,start = n ∗ Tm, n ∈ N). Es gilt dann:
S(G, t2) =
∫
ρ(r0)
× ei γ G(t2−t1−t2,start)r0
× ei γ Gξ0ω−1m cos(ωmt2+φm)
× e−i γ Gξ0ω−1m cos(ωmt1+φm) dr0 .
(2.71)
Die die Cosinus-Funktion enthaltenden Terme ko¨nnen mit Hilfe der
Bessel-Funktionen entwickelt werden. Allgemein gilt:
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eia cos(ωmt+φm)
= eia sin(ωmt+φm+π/2)
= e−ia sin(ωmt+φm−π/2)
=
+∞∑
p=−∞
Jp(a)e
−i p(ωmt+φm−π/2) .
(2.72)
Dabei ist Jp(a) die Bessel-Funktion p−ter Ordnung. Die Definition der
verwendeten Bessel-Funktion findet sich im Anhang. Setzt man a =
γ Gξ0ω−1m , so ergibt Gleichung 2.71:
S(G, t2) =
∫
ρ(r0) e
i γ G(t2−t2,start−t1)r0
×
+∞∑
p=−∞
Jp(γ Gξ0ω
−1
m )e
−ip (ωmt2+φm−π/2)
×
+∞∑
p=−∞
Jp(γ Gξ0ω
−1
m )e
−ip (ωmt1+φm+π/2) dr0 .
(2.73)
Neben der Startphase der Bewegung φm enthalten die beiden Summen-
terme lediglich die Amplitude der Bewegung ξ0 = ξ0(r0) als ortsabha¨ngi-
ge Gro¨ße.
Fu¨hrt man an einem solchen Meßergebnis S(G, t2) nun tatsa¨chlich eine
Fourier-Transformation durch, so wird als deren Resultat eine verzerrte
Spindichte ρvirtuell(r0) erhalten. Deren Beziehung zur Messung ist durch
folgende Gleichung gegeben:
S(G, t2) =
∫
ρvirtuell(r0) e
i γ G(t2−t2,start−t1)r0 . (2.74)
Die Umwandlung der korrekten Gleichung 2.73 in die der gesuchten Form
entsprechenden Gleichung 2.74 stellt ein ungelo¨stes Problem dar.
Setzt man diese Amplitude als anna¨hernd ortsunabha¨ngig an, entspre-
chend einer nur schwach geda¨mpften Welle, so kann die Gleichung 2.73
stark vereinfacht werden. Diese Rechnung wird im Anhang genauer
ausgefu¨hrt. In erster Na¨herung kann der Einfluß der das Experiment
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beschreibenden Terme: exp(−ip ωmt1) und exp(−ip ωmt2) in den Sum-
manden vernachla¨ssigt werden. Ein Ausdruck fu¨r die scheinbare Spin-
dichte ρvirtuell la¨ßt sich dann analytisch ableiten:
ρvirtuell(r0)/ρ(r0) = J0(a)
2 + J1(a)
2 + J2(a)
2
+(2J1(a)
2 − 2J0(a)J2(a)) cos(2φm)
+2J2(a)
2 cos(4φm) .
(2.75)
Dabei gilt: a = γ Gξ0ω−1m . Hier wurden die Summen nur fu¨r die ersten
Terme mit |p| ≤ 2 entwickelt. Diese Na¨herung gilt daher nur fu¨r kleine
Werte von a bei denen die ho¨heren Bessel-Funktionen Jp(a) mit |p| ≥ 3
noch vernachla¨ssigbar klein sind (i.e. a ≤ 2). Die Gesamt-Spindichte im
erhaltenen Bild bleibt im Gu¨ltigkeitsbereich dieser Formel unvera¨ndert.
Es kommt lediglich zur periodischen Verschiebung dieser entlang der
Richtung der Wellenausbreitung. Zwei lokale Maxima der Spindichte
liegen eine halbe Wellenla¨nge auseinander. Zwischen diesen befindet
sich ein weiteres, jedoch deutlich kleineres Maximum.
2.4.3 Der spezielle Fall der zyklisch periodischen Bewegung
unter dem Einfluß oszillierender Gradienten
Der in den beiden vorherigen Kapiteln beschriebene Effekt einer periodi-
schen Bewegung auf die Ortskodierung und die resultierende Verfrem-
dung der erhaltenen Projektion durch diese ist im allgemeinen klein ver-
glichen mit den Signalintensita¨tsschwankungen u¨ber die gesamte Probe
hinweg. Im folgenden Kapitel sollen Magnetfeldgradienten besprochen
werden, deren Form (Gos(t)) die periodische Bewegung nachahmt und
zu weit sta¨rkeren Effekten der Bewegung auf das Meßsignal fu¨hrt.
Definition von Bewegung und Gradienten in der Zeit
In Gleichung 2.59 wurde eine einfache zyklische periodische Bewegung
wie folgt beschrieben:
52 KAPITEL 2. THEORIE
r(t) = r0 + ξ
0(r0)) sin(ωmt+ φm(r0))
Der Gradient soll nun mit eben dieser Zeitabha¨ngigkeit seine Sta¨rke und
ebenfalls sein Vorzeichen a¨ndern. Entscheidend ist dabei, daß das Inte-
gral
∫
Gos(t)r(t)dt nach einer Periode der Bewegung Tm nicht verschwin-
det. Abbildung 2.21 zeigt eine erste mo¨gliche Gradientenformen, die diese
Bedingung erfu¨llt.
Abbildung 2.21: Einfache Gradientenform zur Detektion periodischer Bewegung: Der bipo-
lare Gradient wechselt im Takt mit der Bewegung sein Vorzeichen
Einen einfachen bipolaren Gradienten (Glg.2.76) zeigt Abbildung 2.21.
Nach einer halben Periode (Tm/2) a¨ndert dieser sein Vorzeichen. Die in
der Abbildung gezeigte Bewegung mit der Phase φm = 0 zum Beginn des
Gradienten (t = 0) bedingt die maximale Wechselwirkung von Gradient
und Bewegung. Sind Bewegungs- und Gradientenfunktion zueinander
phasenverchoben, so a¨ndert sich auch der Wert des resultierenden
Integrals nach einer Periode (Tm).
Abbildung 2.22c zeigt den Wert des Wechselwirkungsintegrals (
∫
Gosrdt)
nach einer Periode fu¨r eine variable Startphase der Bewegung (φm).
Oszillieren Gradient und Teilchen der Probe mit gleicher relativer Pha-
se (i.e. φm = φg), so ergibt sich der maximale Effekt auf die Signalphase
dieser Teilchen φ(r0) = φ(r0)max. Bei einer Phasenverschiebung von
180◦(i.e. φm = φg + π) kehrt sich das Vorzeichen um. Eine alternative
Form fu¨r den Feldgradienten wird in Abbildung 2.22a gezeigt. A¨ndert
man die Gradientenform, so bleiben die qualitativen Aussagen u¨ber
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das Wechselwirkungsintegral unvera¨ndert gu¨ltig, einzig der Absolutwert
variiert und skaliert den Wert des Integrals.
Abbildung 2.22: Die sinoidale Gradientenformen: Der Gradient oszilliert sinusfo¨rmig im
Takt mit der Bewegung. Die Oszillationsfrequenzen von Gradient und Bewegung sind nun
gleich ωg = omegam: a) Gradient und Bewegung in der Zeit; b) Aufbau der NMR-Signalphase
wa¨hrend einer Periode; c) Signalphase nach einer Periode fu¨r verschiedene Startwerte der
mechanischen Phase φm
Definiert man den bipolaren Gradienten gema¨ß:
G(t) = G0 fu¨r: 0 < t ≤ Tm/2
−G0 fu¨r: Tm/2 < t ≤ Tm ; (2.76)
so kann das Wechselwirkungsintegral, also die NMR-Signalphase nach
nm Zyklen von Gradient und Bewegung, berechnet werden. Ausgehend
von der weiter oben angefu¨hrten Bewegungsgleichung (Glg. 2.59) soll
nun die Signalphase (φ) bestimmt werden.
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φ(r) =
nmTm∫
0
γ Gos(t)r(t)dt
=
nmTm∫
0
[ γ Gos(t)r0 + γ Gos(t)ξ
0 sin(ωmt+ φm) ]dt
= 0 + γ G0os
ξ0ω−1m 4nm cos(φm)
(2.77)
Ordnet man die Konstanten und Variablen der Gleichung nach Meßpa-
rametern bzw. der zu messenden Gro¨ße (analog zu Gleichung 2.45) so
ergibt sich Gleichung 2.78 mit den konjugierten Parametern der Bewe-
gung (ξ0 cos(φm)) einerseits und der Meßgro¨ße (
2
πγ
G0osnmTm) anderer-
seits.
φ(r) =
2
π
γ G0osnmTm︸ ︷︷ ︸
Meßparameter
ξ0 cos(φm)︸ ︷︷ ︸
Meßgro¨ße
(2.78)
Hier wurde u¨ber nm volle Perioden der Oszillation integriert. Der hier
zu Beginn der Gleichung auftretende Faktor 2π ist direkt mit der ange-
nommenen bipolaren Gradientenform verknu¨pft.
Analog zu dem im Unterkapitel 2.3 eingefu¨hrten q-Raum als dem Fourier-
konjugiertem Raum zum Geschwindigkeitsraum (v-Raum) bilden auch
diese beiden ein Fourier-Paar. Dabei beschreibt die Meßgro¨ße eine zykli-
sche Verru¨ckung (ξ0), moduliert mit einer ortsabha¨ngigen Phase (φm).
In diesem Sinne ko¨nnen die Meßparameter als eine spezielle q-Raum-
Variable begriffen werden. Es gilt dann fu¨r das durch oszillierende Gra-
dienten modulierte Signal:
S(qcyc) =
∫
ρ(r0, ξmod) e
i φ(r0,ξmod) dr0 dξmod
=
∫
ρ(r0, ξmod) e
i qcyc ξmod dr0 dξmod
mit:
qcyc =
2
πγ
G0osnmTm
ξmod = ξ
0 cos(φm(r0))
(2.79)
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Zusammenfassend la¨ßt sich sagen, daß diese oszillierenden Gradienten
nicht den Ort der Spins, sondern deren Bewegungsamplitude, moduliert
mit der ortsabha¨ngigen Phase ξmod der Bewegung zum Zeitpunkt des
Experimentbeginns (t = 0) kodieren.
A¨ndert man die Form des Gradienten in der Zeit Gos(t) so a¨ndert sich
auch das Wechselwirkungsintegral aus zyklischer Bewegung und Gradi-
ent (
∫
Gos(t)ξ(t)dt). Die in Abbildung 2.22a eingefu¨hrte Sinus-Form des
Gradienten fu¨hrt zu einer Signalphase analog 2.78:
φ(r) = 12γ
G0osnmTm
ξ0 cos(φm) .
mit: qcyc =
1
2γ
G0osnmTm
(2.80)
Hier hat sich der vorneweg stehende Faktor von 2/π zu 1/2 gea¨ndert.
Dies repra¨sentiert den Wechsel in der Gradientenform (Gos) vom sym-
metrischen bipolaren Gradienten zum sinusfo¨rmigen Gradienten. Die
qcyc-Variable ist hier nun anders skaliert.
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2.4.4 Anwendung der oszillierenden Gradienten in der 1D-
Ortsprojektion
In Kombination mit einer eindimensionalen Ortsauflo¨sung in Richtung
einer sich fortpflanzenden Welle erlaubt die Kodierung der zykli-
schen Bewegung die direkte Beobachtung einer Welle. Abbildung 2.23
beschreibt das Experiment. Es handelt es sich dabei um ein zweidi-
mensionales Experiment mit einer ortskodierenden Achse k und einer
bewegungskodierenden Achse qcyc. Die beiden Kodierungen ko¨nnen un-
abha¨ngig voneinander variiert werden und bilden daher ein orthogonales
System.
Abbildung 2.23: Oszillierende Gradienten in Kombination mit der Frequenzkodierung
Da die Richtung des oszillierenden Gradienten Gos unabha¨ngig von den
Gradienten der Ortskodierung eingestellt werden kann, ist die Detektion
von Bewegungen sowohl senkrecht als auch parallel zur Projektionsebene
bzw. Projektionsachse mo¨glich. Die Abbildung zeigt lediglich eine Peri-
ode vor bzw. nach dem Refokussierungspuls. Die Anzahl der Perioden
kann jedoch auch vervielfacht werden. Damit steigt die Empfindlichkeit
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des Experiments fu¨r Bewegung linear an.
Die Signalgleichung (2.81) fu¨r dieses Experiment setzt sich aus zwei Tei-
len zusammen. Zum einen ist dies die Ortskodierung in der z-Richtung
und zum anderen die Beeinflussung der Signalphase durch den oszillie-
renden Gradienten (Bewegungskodierung in y-Richtung).
S(kz, qos,y) =
∫
ρ(z, ξy)e
iφdzdξy
=
∫
ρ(z, ξy)e
ikzz+qos,yξydzdξ0
(2.81)
mit den Parametern:
kz = γGz(t2 − t2,start − t1)
qos,y =
1
2γG
0
os,yngTg
ξy = ξ
0 cos(φm(z)) .
(2.82)
Interpretation des Ergebnisses
Das Ergebnis einer solchen Messung ist in Abbildung 2.24 schematisch
wiedergegeben. Als Abszisse fungiert die Ortskoordinate z in deren Rich-
tung sich die Welle ausbreitet. In Richtung der Ordinate ist die Auslen-
kung aus der Ruhelage zum Zeitpunkt des Experiment-Beginns aufge-
tragen (ξ = ξ0 cos(kmz)). Zu beachten ist, daß in dieser Beschreibung
des Experiments der Beginn des oszillierenden Gradienten den Null-
Zeitpunkt bestimmt.
Abbildung 2.24: Schematische Darstellung des Ergebnisses einer eindimensionalen Messung:
Neben der Wellenla¨ngeλm,z entlang der z-Achse la¨ßt sich auch die Da¨mpfung-Funktion be-
stimmen.
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Falls fu¨r einen Ort z verschiedene Bewegungsamplituden existieren (eine
Verteilung von Amplituden) oder mehrere Wellen diesen Ort phasen-
verschoben passieren, werden diese entlang der Ordinate getrennt dar-
gestellt. Neben der Amplitude der Bewegung ko¨nnen die physikalischen
Gro¨ßen Wellenla¨nge (λm) und Da¨mpfung (D = −dξy/dz) als Funktion
des Abstands von Wellenerzeuger direkt aus der Darstellung entnommen
werden. Aus der ortsaufgelo¨sten Phase der Bewegung φm kann gema¨ß:
φm(z) =
2π
λm,z
z (2.83)
= km,zz (2.84)
auf die Wellenla¨nge λm,z und den Betrag des Wellenvektors entlang der
z-Richtung zuru¨ckgeschlossen werden. Dabei sind die beiden Gro¨ßen
u¨ber km,z = 2π/λm,z miteinander verknu¨pft. Zur allgemeinen Definition
der Welleneigenschaften siehe Kapitel 2.5. Da eine durch den ’Read’-
Gradienten erfolgte Kodierung der Bewegung gema¨ß Gleichung 2.75
klein und konstant ist, ist diese nicht sichtbar. Sie tritt lediglich als ge-
ringe Schwankung in der Spindichte entlang der z-Achse in Erscheinung.
Bestimmung der unmodulierten Bewegungsamplitude
Die in der Messung bestimmte Gro¨ße ist die modulierte Amplitude als
Funktion des Ortes z (i.e. ξ(z) = ξ0 cos(kmz)). Dabei ist die Richtung
in der diese Oszillation vermessen werden soll, frei wa¨hlbar (x,y oder z).
Wird das Experiment wiederholt und dabei der Beginn um eine Viertel
Periode (Tm/4) verzo¨gert, so wird auch die Modulation der Amplitude
verschoben. Es ergibt sich relativ zur ersten Messung nun eine Sinus-
Modulation (i.e. ξ(z) = ξ0 cos(kmz + π/2) = ξ
0 sin(kmz)). Durch Kom-
bination beider Informationen kann prinzipiell die unmodulierte Ampli-
tude der Bewegung als Funktion des Orts z bestimmt werden.
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ξ0(z) =
√
(ξ(z)sin)2 + (ξ(z)cos)2
mit:
ξ(z)cos = ξ0(z) cos(kmz)
ξ(z)sin = ξ0(z) cos(kmz + π/2) = ξ
0 sin(kmz)
(2.85)
Voraussetzung ist allerdings, daß die modulierte Amplitude in beiden
Messungen eindeutig bestimmt werden kann. U¨berlagerungen verschie-
den großer Amplituden stellen hier ein Problem dar.
2.4.5 Allgemeine Herleitung der Wechselwirkungsgleichung
Im allgemeinsten Fall der Wechselwirkung oszillierender Gradienten mit
einer periodischen zyklischen Bewegung ist keine der beiden Funktionen
in ihrer Form Einschra¨nkungen unterworfen. Einzig die Bedingung der
Periodizita¨t in der Zeit bleibt bestehen.
r(t) = r(t+ Tm) (2.86)
G(t) = G(t+ Tg) (2.87)
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Entwickeln der Zeitfunktionen fu¨r Ort und Gradientensta¨rke als Fourier-
Reihen
Die Charakterisierung der periodischen Bewegung erfolgt durch eine
Reihenentwicklung der Ortsfunktion r(t) mit periodischen Funktionen.
Eine Mo¨glichkeit besteht in der Verwendung der Sinus- oder Cosinus-
Funktionen. Die periodische Bewegung wird also in Form einer Fourier-
Reihe entwickelt(Glg. 2.88). Dabei ist es sinnvoll statt der Cosinus-Terme
eine Phase φm einzufu¨hren, da dies fu¨r die spa¨ter erfolgende Beschrei-
bung der Wellenbewegung gu¨nstiger ist.
r(t) = r0 +
∑
n
An sin(nωmt+ φm,n) (2.88)
Die Ortsfunktion ist nun durch eine Summe von Sinus-Funktionen mit
der stetig anwachsenden Frequenz (nωm) und der Phase φm,n beschrie-
ben. Diese Summierung erfolgt u¨ber die Grundfrequenz (ωm) sowie al-
le Oberschwingungen (nωm) mit n > 1. Die Koeffizienten dieser Rei-
he An sind reelle Zahlen enthaltende Vektoren. Entsprechend wird auch
die Gradienten-Funktion in einer Fourier-Reihe mit Cosinus- und Sinus-
Termen entwickelt.
Gos(t) =
∑
n′
Bn′ cos(n
′ωgt) + Cn′ sin(n′ωgt) (2.89)
Das allgemeine Wechselwirkungsintegral
Das Wechselwirkungsintegral aus oszillierenden Gradienten Gos(t) und
Bewegung ξ(r, t) la¨ßt sich unter Verwendung der Fourier-Reihen auch
allgemein formulieren. Hier wird angenommen, daß beide Funktionen
mit gleicher zeitlicher Periode vorliegen (ωm = ωg).
2.4. BILDGEBUNG BEI PERIODISCHEN BEWEGUNGEN 61
∫
Gosr dt =
∫
{
∑
n′
Bn′ cos(n
′ωmt) + Cn′ sin(n′ωmt)}
×{r0 +
∑
n
An sin(nωmt+ φm,n)} dt
=
∫
{
∑
n′
Bn′ cos(n
′ωmt) + Cn′ sin(n′ωmt)}r0 dt
+
∫
{
∑
n′
Bn′ cos(n
′ωmt) + Cn′ sin(n′ωmt)}
×{∑
n
An sin(nωmt+ φm,n)} dt
=
∫
Bn=0 r0 dt
+
∑
n
∫
An Bn cos(nωmt) sin(nωmt+ φm,n)dt
+
∑
n
∫
An Cn sin(nωmt) sin(nωmt+ φm,n)dt
=
∫
Bn=0 r0 dt
+
∑
n
∫
An{ Bn cos(nωmt) sin(nωmt) cos(φm,n)
+ Bn cos(nωmt) cos(nωmt) sin(φm,n)
+Cn sin(nωmt) sin(nωmt) cos(φm,n)
+Cn sin(nωmt) cos(nωmt) sin(φm,n) } dt
=
∫
Bn=0 r0 dt
+
∑
n
∫
An{ cos(nωmt) sin(nωmt)( Bn cos(φm,n)
+Cn sin(φm,n))
+ Bn sin(φm,n) cos
2(nωmt)
+Cn cos(φm,n) sin
2(nωmt) } dt
(2.90)
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Unter Ausnutzung der Orthogonalita¨t der trigonometrischen Funktionen
lassen sich diese Integrale u¨ber die Periode Tm bestimmen (Glg.2.91). Der
nullte Cosinus-Koeffizient der Gradienten-Reihe ( Bn=0) hat die besonde-
re Bedeutung des u¨ber die Periode Tm konstanten Gradienten. Gema¨ß
der Definition der Gradientenmomente in Gleichung 2.50 resultiert dies
in einem nicht verschwindendem Nullten Moment (M0 = 0). Im Expe-
riment muß dieser den Wert Null annehmen, da es ansonsten zur Orts-
kodierung in Richtung des oszillierenden Gradienten kommt und kleine
Bewegungen dieser Information u¨berlagert werden.
Tm∫
0
Gosrdt = Tm Bn=0 r0︸ ︷︷ ︸
Ortskodierung
+
1
2
Tm
+∞∑
n=0
An{ Bn sin(φm,n) + Cn cos(φm,n}
︸ ︷︷ ︸
Bewegungskodierung
(2.91)
Die Fourier-Koeffizienten Bn und Cn beschreiben die Form des Gra-
dienten und sind direkt proportional zur experimentellen Gradien-
tensta¨rke Gos. Analoges gilt fu¨r den Koeffizienten der Bewegung ( An ∝
ξ0,max).
Tm∫
0
Gosrdt = Tm Bn=0 r0 + Tm G
0
os
ξ0,max × Formfunktion (2.92)
Dieses Integral ist aber direkt proportional zur absoluten Gradien-
tensta¨rke G0os. Die Form von Gradient und/oder Bewegung kann zum
Verschwinden des Integrals fu¨hren. Falls das Integral ungleich Null ist,
kann durch Inkrementieren des Gradienten die Bewegung kodiert wer-
den. Der Skalierungsfaktor muß dann experimentell bestimmt werden.
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2.5 Welleneigenschaften
Definition der Welle [1]:
Als Welle bezeichnet man die Ausbreitung einer Anregung oder einer
Sto¨rung in einem kontinuierlichen Medium oder in einer periodischen
Struktur. Sie wird beschrieben durch die Anregung oder Sto¨rung w oder
w als Funktion des Ortes r = {x, y, z} und der Zeit t. In den mei-
sten Fa¨llen wird in einer Welle Energie transportiert. Ein Beispiel ist die
Oberfla¨chenwelle auf der zweidimensionalen Oberfla¨che einer Flu¨ssigkeit.
In mehrdimensionalen Medien unterscheidet man zwischen longitudina-
len und transversalen Wellen. Diese sind wie folgt definiert:
transversaleWelle : div w(r, t) = 0
longitudinaleWelle : rot w(r, t) = 0
(2.93)
2.5.1 Allgemeine Wellengleichung
Die allgemeine Gleichung einer Welle w(x, t) beschreibt die Zeit- und
Ortsabha¨ngigkeit. Es gilt:
w(x, t) = W0 cos(ωt− kx− α)
= W0 cos(
2π
T t− 2πλ x− α)
(2.94)
mit:
W0 die Amplitude
ω die Kreisfrequenz
k die Kreiswellenzahl
α die Phase
T die Periode
λ die Wellenla¨nge .
(2.95)
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2.5.2 Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
Bei einer Welle unterscheidet man prinzipiell zwei Arten von Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten: die Phasengeschwindigkeit u und die Gruppen-
geschwindigkeit ug. Die Phasengeschwindigkeit u beschreibt die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit einer harmonischen, d.h. sin-fo¨rmigen Welle. Die
Gruppengeschwindigkeit ug bezeichnet die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit einer impulsartigen Sto¨rung oder einer sogenannten Wellengruppe.
Sie entspricht der Geschwindigkeit, mit welcher in der Welle Energie
transportiert oder Signale u¨bermittelt werden. Ihre obere Schranke ist
die Geschwindigkeit des Lichtes im Vakuum.
u = ω(k)k
ug(k) =
dω(k)
dk
(2.96)
Ist bei einer Welle die Phasengeschwindigkeit von der Gruppengeschwin-
digkeit verschieden, so spricht man von Dispersion.
2.5.3 Dispersion von Wellen
Ha¨ngt die Phasengeschwindigkeit von der Wellenla¨nge λ ab so zeigt eine
Welle Dispersion. Wie diese Abha¨ngigkeit aussieht ha¨ngt vom jeweiligen
Wellentyp ab. Eine Klassifikation gema¨ß der Dispersionseigenschaften
ist:
du(λ)
dλ = 0 keine Dispersion
du(λ)
dλ > 0 normale Dispersion
du(λ)
dλ < 0 anomale Dispersion
(2.97)
Ist also die Eigenschaft der Phasengeschwindigkeit wellenla¨ngenabha¨ngig
so spricht man von Dispersion. Bei der ’normalen Dispersion’ ist die
Phasengeschwindigkeit u gro¨ßer als die Gruppengeschwindigkeit ug.
Wellen auf Flu¨ssigkeitsoberfla¨chen
Transversale Oberfla¨chenwellen auf Flu¨ssigkeiten mit der Dichte ρ, der
Oberfla¨chenspannung σ und der Tiefe h gehorchen der folgenden Disper-
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sionsrelation:
ω2(k) = gk(1 +
σ
ρg
k2) tanh(kh) (2.98)
Dabei bedeutet g die Erdbeschleunigung. Schwerewellen auf untiefen
Flu¨ssigkeiten (h λ) zeigen keine Dispersion. Es gilt:
ω(k)
k
= u = ug =
√
gh (2.99)
2.5.4 Interferenz von Wellen
Als Interferenz bezeichnet man das Pha¨nomen phasen-, orts- und rich-
tungsabha¨ngiger Intensita¨ten, welche durch die U¨berlagerung gleicharti-
ger Wellen mit gleicher Kreisfrequenz ω und konstanten Phasen α ent-
stehen ko¨nnen. Fu¨r das Versta¨ndnis der Interferenz maßgebend ist das
Superpositionsprinzip. Dieses besagt, daß zwei gleichartige Wellen sich
additiv u¨berlagern.
w(x, t) = w1(x, t) + w2(x, t) (2.100)
Zwei Wellen ko¨nnen sich dabei sowohl versta¨rken als auch auslo¨schen.
Wird diese Bedingung durch eine Welle nicht erfu¨llt, so spricht man von
nichtlinearen Effekten, welche dies bewirken.
2.5.5 Beugung von Wellen
Wenn Objekte, welche von einer Welle beru¨hrt werden, eine Dimensi-
on d vergleichbar der Wellenla¨nge λ aufweisen, so tritt Beugung auf. Je
nach Abstand a in dem man die Welle hinter den Objekten beobachtet
bezeichnet man Die Beugung als Fraunhofer- oder Fresnel-Beugung. Es
gilt die Unterteilung:
geometrischeOptik : λ d  a
Fraunhofer −Beugung : λ  d a
Fresnel −Beugung : λ  d  a
(2.101)
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Die klassische Beugung am Spalt geho¨rt zur Fraunhofer-Beugung, denn
die Beobachtung erfolgt in großem Abstand. Meereswellen, welche an
einer Insel gebeugt werden, geho¨ren dagegen zur Fresnel-Beugung. Je
nach Problemstellung sind also unterschiedliche Gesetze anwendbar. Bei
der rechnerischen Behandlung beider Beugungserscheinungen kann das
Prinzip von Huygens herangezogen werden. Dieses besagt:
Eine Welle breitet sich so aus, daß jeder Punkt, den sie erreicht,
selbst zum Zentrum einer Kugel-, Kreis- oder Zylinderwelle
wird. Die Superposition aller dieser Wellen unter Beru¨cksichti-
gung ihrer Phasen liefert das Gesamtbild der Welle zu spa¨teren
Zeiten.
2.6 Der deformierbare feste Ko¨rper
[1]
Die Belastung eines du¨nnen runden Stabes der La¨nge a mit dem Quer-
schnitt A = πd2/4 durch die Kraft F wird beschrieben durch die Nor-
malspannung σ, welche durch die Beziehung:
Fn = σAn (2.102)
definiert ist. Dabei bedeutet n die Fla¨chennormale und Fn die Druck-
oder Zugkraft. Die Wirkung der Normalspannung besteht aus:
a) einer relativen La¨ngena¨nderung 7, definiert als:
7 =
∆a
a
= ∆ln(a) (2.103)
b) einer relativen A¨nderung des Querschnitts d:
∆d
d
= ∆ln(d) = −µ7 , (2.104)
wobei µ den Poisson-Koeffizienten darstellt.
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c): Aus a) und b) resultiert eine relative Volumena¨nderung:
∆V
V
= ∆ln(V ) = (1− 2µ)7 (2.105)
Das Hook’sche Gesetz (Glg.2.106) postuliert, daß relative Verla¨ngerung 7
und Normalspannung σ zueinander proportional sind:
σ = E7 (2.106)
E bezeichnet den Elastizita¨tsmodul, auch Youngs-Modul genannt. Dieses
Gesetz gilt aber nur fu¨r kleine Dehnungen. Fu¨r ein anisotropes Material
mu¨ssen die Gro¨ßen als Vektoren (7 und σ) bzw. Matrix (Eˆ) angesetzt
werden.
2.7 Die mechanische Welle in einem viskoelasti-
schem Material
[2]
Mechanische Wellen in einem viskoelastischen Material werden durch die
folgende partielle Differentailgleichung bestimmt:
ρ
∂2
∂t2
U − γ ∂
∂t
U =
E
2(1 + σ)
U + E
2(1 + σ)(1− 2σ)∇∇
U (2.107)
Hierbei ist ρ die Dichte, γ der Da¨mpfungskoeffizient, σ der Poisson’sche-
Koeffizient und E der Elastizita¨tsmodul des Materials. Die linke Seite
der Gleichung repra¨sentiert den Kraftterm und die Da¨mpfung. Die rechte
Seite ergibt sich aus Hook’s Gesetz mit der Annahme, daß die Energie
proportional zum Quadrat der Verru¨ckung U(x, t) ist. Mit dem Ansatz:
U(x, t) = u(x) exp(iωt) (2.108)
ko¨nnen Orts- und Zeitabha¨ngigkeit getrennt werden und man erha¨lt die
zeitunabha¨ngige (stationa¨re) Gleichung:
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[−ρω2 − i ωγ]u = E
2(1 + σ)
u+ E
2(1 + σ)(1− 2σ)∇∇u . (2.109)
Dabei ist ω die Kreisfrequenz der sinusfo¨rmigen Anregung. Von dieser
Gleichung ausgehend kann unter der Annahme, daß die Gro¨ßen ρ und
σ o¨rtlich konstant und isotrop sind, eine Gleichung fu¨r den Elastizita¨ts-
modul abgeleitet werden.
E = 2ρ(1 + σ) (
ω
|k|)
2 (2.110)
Diese Gleichung besagt nun, daß aus der lokalen
Wellengeschwindigkeit(v = ω/|k|) in einer Probe der Elastizita¨ts-
modul abgeleitet werden kann. Bei der Herleitung der Beziehung wurde
angenommen, daß die Da¨mpfung γ vernachla¨ssigt werden kann und
die Welle eine transversale Scherwelle sei. Sind diese Annahmen nicht
erfu¨llt, so kann von Gleichung 2.109 ausgehend ein Gleichungssystem
aufgestellt werden und numerisch nach dem E-Modul gelo¨st werden.
Na¨heres dazu siehe [19].
Kapitel 3
Experimenteller Teil
3.1 Die Verwirklichung des Konzeptes der oszillie-
renden Gradienten
3.1.1 Experimenteller Aufbau
Die Experimente wurden in einen Horizontal-Magneten mit einem nomi-
nellen Magnetfeld von 7 Tesla (ν1H = 300 MHz) durchgefu¨hrt. Zur Orts-
kodierung im Bildgebungsexperiment und zur Erzeugung der oszillieren-
den Gradieten wurden die ’Shim’-Gradientenspulen des Magneten ge-
nutzt. Zusa¨tzlich kam ein Frequenzgenerator mit ’trigger’-Ausgang zum
Einsatz. Dieser stellte den notwendigen Wechselstrom (bis 200 Hz) fu¨r
die in der Probe befindliche Spule und ein TTL-Signal zur Ansteuerung
des Spektrometers zur Verfu¨gung. Als HF-Resonator diente ein ’bird-
cage’ mit einem Innendurchmesser von 10, 24 cm. In diesem findet sich
ausreichend Platz um ein auf eine Glasplatte gegossenes und erha¨rte-
tes Gel mitsamt eingegossener Spule aufzunehmen. Die Herstellung des
Gel-Phantoms wird im Anhang beschrieben. Siehe auch Abbildung 3.1.
Der Frequenzgenerator erzeugt einen periodisch in seiner Sta¨rke variier-
ten Strom welcher durch die Spule fließt und periodisch ein Magnetfeld
erzeugt. Gleichzeitig wird u¨ber einen zweiten Ausgang ein TTL-Signal
ausgegeben. Dieses wird an das Spektrometer weitergeleitet. Erst beim
Anliegen einer Spannungsflanke im TTL-Signal startet das Spektrome-
ter die Meßsequenz. Alle HF-Pulse und Gradientenschaltungen werden
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Abbildung 3.1: Schema des experimentellen Aufbaus: a)Frequenzgenerator, b)Spule
und Probe, c)Spektrometer, d)Magnet,HF-Resonator und Gradientenspulen
dadurch mit einer reproduzierbaren relativen Phase zur periodischen
Bewegung der Probe durchgefu¨hrt.
3.1.2 Die Probe
Als Proben dienten Gel-Platten mit einer eingegossenen spiralfo¨rmigen
Flachspule. Na¨heres zur Herstellung findet sich im Anhang. Die Gel-
Konzentration in diesen Phantomen wurde so gewa¨hlt, daß die resultie-
renden Wellenla¨ngen der erzeugten Wellen mehrfach in das experimen-
telle Sichtfenster hineinpassen und die o¨rtliche Da¨mpfung der Welle noch
gering ist. Erst dadurch werden Wellenzu¨ge erkennbar und erlauben die
Bestimmung der Wellenla¨nge.
Durch die Positionierung der Spule am Rand des Gels kann eine fort-
laufende Welle im Sichtfenster beobachtet werden. Gleichzeitig werden
Effekte des Magnetfeldes der Spule auf die Messung minimiert.
3.1.3 Das physikalische Prinzip der mechanischen Anregung
Die stromdurchflossene Spule la¨ßt sich als magnetischer Dipol beschrei-
ben [1]. Im homogenen Magnetfeld( B0) u¨bt dieses auf die Spule ein Dreh-
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Abbildung 3.2: Dimensionen und Lage der Probe sowie des Koordinatensystems (LKS)
moment aus (Abbildung 3.3). Allgemein wirkt auf jeden magnetischen
Dipol mit dem Moment µ in einem homogenen Magnetfeld, dargestellt
durch die magnetische Induktion B0, ein mechanisches Drehmoment (T ).
T = µ× B0 (3.1)
F = µ grad{ B0} (3.2)
Im inhomogenen Magnetfeld wirkt auf den magnetischen Dipol außer-
dem noch eine Kraft(F ), die ihn zum Ort ho¨heren Feldes hinzieht.
Der periodische Strom durch die Spule (I(t)) fu¨hrt zu einer periodischen
Bewegung der Spule und der sie direkt umgebenden Probe. Die elasti-
schen Eigenschaften der Probe wirken dieser Bewegung entgegen. Die
dadurch auftretende Ru¨ckstellkraft ha¨ngt von der genauen Geometrie
und den Materialeigenschaften der Probe ab. Allgemein handelt es sich
um eine erzwungene Schwingung eines schwingungsfa¨higen Systems. Das
Verha¨ltnis von Anregungsfrequenz zu Eigenfrequenz des Systems ist von
großer Bedeutung. Da die Schwingungen im System geda¨mpft werden
kommt es sowohl zu einer oberen als auch zu einer unteren Grenzfre-
quenz. Nur innerhalb dieses Frequenzfensters kann das System angeregt
werden. Bestimmend fu¨r diese beiden Grenzfrequenzen sind die lokale
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Abbildung 3.3: Das physikalische Prinzip der Generierung der Bewegung: Die Spule
befindet sich in einem homogenen Magnetfeld ( B0). Bei Stromfluß wirkt die Spule
als magnetischer Dipol und versucht sich parallel zum Hauptfeld auszurichten. Dabei
bewegt sie die umgebende Probe.
Eigenfrequenz und die Kraftkonstante der o¨rtlichen Wellenvermittlung
in der Probe. Letztere bestimmt auch die Wellengeschwindigkeit. Bei
geeigneter Frequenz wird die periodische Anregung der Spulenumgebung
auf benachbarte Bereiche der Probe weitergegeben und es entsteht eine
Welle.
Die durch das statische Magnetfeld ( B0) auf die Spule ausgeu¨bte Kraft
geht einher mit der auf die, das Feld erzeugenden, supraleitenden Spulen
des Magneten (actio gleich reactio). Als eine Grenze der Anwendbarkeit
dieses hier genutzten Prinzips der Bewegungserzeugung sind daher die
Kra¨fte auf die supraleitenden Spulen des Magneten und die in diese
eingebrachte Energie zu sehen. Die in die Spule eingebrachte Leistung
liegt bei circa 50 mW.
3.1.4 Proportionalita¨t der Sinusform zur anna¨hernden
Rechteckserie
Abbildung 3.4 zeigt eine Skizze der wirklichen Gradientenform mit Stu-
fen und im Vergleich dazu die ideale Sinus-Kurve. Die Kurvenfla¨che ist
im Falle der stufenfo¨rmigen Gradienten (32 Schritte pro Periode) etwas
kleiner als die der idealen Kurve (Abweichung unter 1%).
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Abbildung 3.4: Die ideale Sinus-Form und die experimentelle Rechteck-Serie des Gra-
dienten
Eine Fourier-Transformation des stufenfo¨rmigen Gradienten liefert die
Koeffizienten fu¨r die Grundfrequenz und die Oberschwingungen. Die
ersten auftretenden Oberschwingungen sind dabei die 31.te und 33.te
Oberschwingung. Diese erlangen aber nur Bedeutung fu¨r die Bewegungs-
kodierung, wenn auch die Bewegung nicht ideal sinusfo¨rmig ist, also
ebenfalls durch ihre Oberto¨ne beschrieben werden muß (Sie dazu auch
Kapitel 2.4.5). Angesichts der geringen Intensita¨t der ersten auftreten-
den Oberschwingungen von circa 4% ko¨nnen solche Effekte jedoch in
guter Na¨herung vernachla¨ssigt werden.
U¨berpru¨fung der Gradientenform
Durch ein Ortskodier-Experiment kann die Fla¨che unter der Gradi-
entenform in der Zeit u¨berpru¨ft werden. Dabei fungiert ein geformter
Gradient als Phasengradient. Entsprechend der Form einer halben
Sinus-Kurve konnte seine Fla¨che in der Zeit zu 72% eines entsprechen-
den rechteckfo¨rmigen Gradienten bestimmt werden. Dies entspricht dem
theoretisch erwarteten Wert.
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3.1.5 Das Zeitschema des Experiments
In Abbildung 3.5 ist das Zeitschema des Experiments darge-
stellt. Dabei wird im wesentlichen eine Symmetrie bzgl. des 180◦-
Refokussierungspulse eingehalten.
Abbildung 3.5: Das Zeitschema des Experiments: a) HF-Pulse und Datenaufnahme,
b) Feldgradienten zur Ortskodierung, c) Oszillierender Gradient zur Bewegungskodie-
rung
Der Beginn des ersten Teils des oszillierenden Gradienten und der des
zweiten (nach dem Refossierungspuls) liegen auf der Zeitskala des Expe-
riments genau um ein ungradzahliges Vielfaches der halben Periode der
Mechanik (2n∗Tm+Tm/2) voneinander getrennt vor. Eine Bewegung mit
der Grundfrequenz (νm) wird dadurch zweifach kodiert und beide Ko-
dierungen sind additiv. Fu¨r die erste Oberschwingung gilt dies jedoch
gerade nicht. Hier wird die Kodierung des ersten oszillierenden Gradi-
enten durch den Beitrag des zweiten genau aufgehoben. Allgemein gilt,
daß alle ungradzahligen Oberschwingungen (i.e. ganzzahlige Vielfache
der Grundfrequenz ν = 2nνm) durch diesen geeigneten zeitlichen Ab-
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stand der beiden Gradienten nicht detektiert werden. Zweite und vierte
Oberschwingung sind die ersten, die davon unbeeinflußt bleiben, sofern
sie in den Fourier-Koeffizienten der Gradientenform nicht verschwinden-
de Beitra¨ge zur gleichen Frequenz vorfinden.
Den in Abbildung 3.5 aufgefu¨hrten Zeiten ’d0’ und ’d6’ kommen geson-
derte Funktionen zu. Die Zeit ’d6’ zwischen ’Read’-Gradienten GRead
und oszillierenden Gradienten Gos muß so angepaßt werden, daß die
Startzeitpunkte der beiden Teile des ’Read’-Gradienten, also depha-
sierender Anteil direkt nach dem 90◦-Puls und rephasierender Anteil
wa¨hrend der Signalaufnahme, ein ganzzahliges Vielfaches der Periode Tm
voneinander entfernt sind. Dies fu¨hrt, wie im Kapitel 2.4.2 ausgefu¨hrt
zu einer klaren und minimierten Kodierung der Bewegung durch diesen
Ortskodiergradienten. Praktisch bedeutet dies, daß diese Zeit aus der
Aquisitionszeit aq und der Gradientenperiode Tg berechnet werden muß.
Es gilt:
d6 =
(2n+ 1)Tg/2− aq/2
2
mit : n ∈ N0 (3.3)
Die zweite Zeit ’d0’ liegt noch vor dem Beginn des eigentlichen NMR-
Experiments. Ihre Bedeutung liegt darin, daß mit ihrer freien Wahl
die Startphase der mechanischen Bewegung φm variiert werden kann.
Wird sie inkrementiert, so a¨ndert sich die Startphase in definierter Wei-
se gema¨ß:
∆φm = ∆d0 /Tm (3.4)
Hierbei wurde wieder davon ausgegangen, daß Bewegung und oszillieren-
der Gradient mit gleicher Frequenz variieren, also die Perioden identisch
sind (Tg = Tm). Die minimale Dauer des Experiments betra¨gt drei Peri-
oden 3Tg. Wa¨hrend dieser Zeit zerfa¨llt das NMR-Signal der Probe mit
der charakteristischen Zeit T2. Diese stellt daher eine Limitierung fu¨r die
nutzbaren Frequenzen dar.
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3.2 Die Wellenbeobachtung im Wasserbecken
Zur Besta¨tigung der unter Kap. 2.4.2 entwickelten Theorie u¨ber den
Effekt einer periodischen Bewegung, bei reiner Frequenzkodierung des
Orts, auf das Meßergebnis wurden Experimente mit einfacher Fre-
quenzkodierung des Orts durchgefu¨hrt. Oszillierende Gradienten treten
hier nicht auf. In einem Wasserbecken (1 x 1 x 20 cm) befindet sich
an einem Ende kurz unterhalb der Flu¨ssigkeitsoberfla¨che eine in Folie
eingeklebte Spule. Diese dient als Wellenerzeuger. Wird sie periodisch
von Strom durchflossen, so erzeugt sie auf der Oberfla¨che eine Welle.
Das Experiment selbst wurde bereits im Kapitel 2.4.2 beschrieben.
Als Funktion der Zeit zwischen ’trigger’-Signal und Experimentbeginn
wird je eine eindimensionale Projektion entlang der Richtung der Wel-
lenausbreitung (z-Richtung) aufgenommen. Diese zeitlich verschobene
Datenaufnahme kann als eine sich mit jedem Teilexperiment a¨ndernde
Startphase der Bewegung (φm(z)) aufgefaßt werden. Der Bildausschnitt
ist auf den Anfangsbereich nach der Spule beschra¨nkt.
Bei diesen Wellen handelt es sich um Schwerewellen auf einer Flu¨ssig-
keitsoberfla¨che. Diese zeigen in Abha¨ngigkeit vom Verha¨ltnis von Was-
serstandsho¨he zu Wellenla¨nge eine Dispersion. Die Erscheinung einer
Wellenstruktur im einfachen Experiment mit Frequenzkodierung geht
auf die Bewegungskodierung durch den Ortskodiergradienten (in Fort-
pflanzungsrichtung der Welle) zuru¨ck. Fu¨r kleine Amplituden kommt es
nicht zur Signalauslo¨schung und der Effekt kann ausschließlich als der
einer virtuellen Ortskodierung beschrieben werden. Alle bewegten Pro-
benbereiche werden, bestimmt durch ihre Startphase φm, entlang der
Fortpflanzungsrichtung der Welle verschoben dargestellt. Dabei bleibt
die Gesamtspindichte unvera¨ndert. Erst bei großen Bewegungsamplitu-
den (relativ zur Wellenla¨nge) kommt es zu Interferenzeffekten, die ei-
ne teilweise Signalauslo¨sung bedingen und im Bild zu einer reduzierten
Gesamtintensita¨t fu¨hren (Siehe Abbildung 3.6). U¨ber Bewegungen senk-
recht zur Gradientenrichtung ist keine Aussage mo¨glich, da diese unko-
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diert bleiben.
Abbildung 3.6: Ergebnisse der Beobachtung der Wasserwelle bei asymmetrischer Recht-
eckanregung der Spule (FOV = 50.2 mm, Tm = 218 ms, v = 0, 23− 0, 36 m/s,
Die Geschwindigkeit der Wellen im Wasserbecken ist so groß, daß ein
Wellenberg das experimentelle Sichtfenster in deutlich weniger als einer
Periode der mechanischen Anregung durchquert. Damit ist aber die
Bestimmung der Wellenla¨nge aus den Daten nicht mehr mo¨glich. In
Abbildung 3.6 kann das Fortschreiten einzelner Wellenfronten jedoch
direkt erkannt werden. Die fu¨nf sta¨rksten Wellenfronten sind durch
Linien gekennzeichnet, deren Steigung die Wellengeschwindigkeit wie-
dergibt. Diese Wellenfronten repra¨sentieren verschiedene Wellenla¨ngen
mit jeweils anderer Wellengeschwindigkeit, deren Auftreten durch die
Dispersion der Schwerewelle erkla¨rt ist. Ebenso kann aus dieser Serie
die vorgegebene Anregungsfrequenz abgelesen werden. Durch Autokor-
relation der Daten in Richtung der Zeitachse ergibt sich eine Periode
von Tm = 218 ms entsprechend einer Frequenz von νm = 4, 6 Hz.
Im untergeordneten Maße treten in den Daten auch Reflexionen am
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Beckenende in Erscheinung. Diese sind jedoch nicht auswertbar.
Der in Abbildung 3.6 gezeigte Schnitt durch den Datensatz parallel
zur Abszisse zeigt den charakteristischen Verlauf. Die in der Projektion
erkennbaren Berge und Ta¨ler repra¨sentieren nicht die Amplitude der
laufenden Welle sondern sind das Resultat einer sich ortsabha¨ngig
ausbildenden Phase des Signals und eine dadurch bedingte Interfe-
renz von Signalen unterschiedlicher Phasen. Hier besta¨tigt sich, daß
Signalintensita¨ten entlang der z-Projektions-Richtung verschoben dar-
gestellt werden. Eine numerische Simulation der Messungen besta¨tigt
das Versta¨ndnis und erkla¨rt die beobachteten Wellenstrukturen im
Profil durch eine virtuelle Ortskodierung fu¨r kleine Amplituden sowie
durch lokale destruktive Interferenz von Signalen bei großen Amplituden.
Kontraststeigerung durch oszillierende Gradienten
Wird die Frequenz der Anregung erho¨ht so verringert sich die Wel-
lenla¨nge und mehrere Wellenzu¨ge werden gleichzeitig im Sichtfenster
des Experiments beobachtbar. Abbildung 3.7 zeigt eine Serie von 1D-
Projektionen bei einer sinusfo¨rmigen Anregungsfrequenz von 50 Hz. Die
Senkrechte repra¨sentiert einen Beobachtungszeitraum von 64 ms.
Mit der Einfu¨hrung des oszillierenden Gradienten (Teilbild a) tritt zur
Bewegungskodierung der ’Read’-Gradienten nun noch die Kodierung fu¨r
Bewegungen mit der Frequenz der oszillierenden Gradientenform (νg)
hinzu. Wird die Sta¨rke dieses oszillierenden Gradienten vergro¨ßert, so
wa¨chst dadurch auch die Bewegungskodierung an und die Bedeutung der
’Read’-Gradienten tritt in den Hintergrund. Die seitlich und oberhalb
dargestellten Graphen stellen Schnitte durch den jeweiligen Datensatz
dar. Betrachtet man die zeitliche Entwicklung an einem ausgesuchten
Ort (die beiden Graphen links bzw. rechts) so wird deutlich, daß
die Bewegungskodierung durch die oszillierenden Gradienten schnell
dominiert. Die auftretenden Signalmaxima als Funtion der Zeit werden
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Abbildung 3.7: Beobachtung der Wasserwellen mit und ohne oszillierenden Gradienten
in einer Serie von 1D-Projektionen: λ = 7, 54 mm, v = 0, 377 m/s
stark erho¨ht.
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3.3 Die Wellenbeobachtung im Gel
Als geeignete Probe zur Beobachtung langsamer Wellen wurde ein Phan-
tom auf Basis eines Gels erstellt. Die hier auftretenden Wellen stellen
eine Kombination von Schwere- und Deformationswellen dar. Das Gel
wird sowohl lokal gedehnt und entspannt als auch als ganzes geringfu¨gig
deformiert. Beide Bewegungen liegen im Bereich von µm und sind damit
um drei Zehnerpotenzen kleiner als die Dimension der Probe. Eine bei
diesem Phantom beobachtete Welle ist daher mit Sicherheit nicht auf
eine Verschiebung von Materie zuru¨ckzufu¨hren. Einzig die Signalphase
und die Interferenz von Signalen unterschiedlicher Phase ko¨nnen hier zur
Ausbildung eines Wellenbildes beitragen.
Abbildung 3.8: Beobachtung der Welle im Gel mit (unten) und ohne (oben) oszillie-
renden Gradienten
Abbildung 3.8 zeigt die Ergebnisse zweier 2D-Projektionen, mit und
ohne zusa¨tzliche oszillierende Gradienten, im Vergleich. Im oberen
Bild erfolgt die Bewegungskodierung ausschließlich durch die ’Read’-
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und Phasen-Gradienten. Die Struktur der Welle ist nur schwach zu
erkennen. Im Vergleich dazu ist die Wellenstruktur im unteren Bild
stark ausgepra¨gt. Durch die hierbei benutzten oszillierenden Gradienten
ist im Bild eine Großteil des Signals verschwunden. Diese absolute
Signalreduzierung wird beim Vergleich der horizontalen Bildschnitte
noch deutlicher(rechts). Nur wenige Bereiche des Phantoms werden mit
kaum vera¨nderter hoher Signalintensita¨t dargestellt. Sie repra¨sentieren
Positionen im Gel deren mechanische Startphase φm relativ zu den
oszillierenden Gradienten um ±90 verschoben ist und daher in summa
von diesen unbeeinflußt bleiben (Siehe dazu Abschnitt 2.4.4). Im Bild
treten diese Bereiche in Form von Kurven hoher Intensita¨t (dunkle
Bereiche) hervor. Dabei wird erkennbar, daß an den Ra¨ndern des Phan-
toms (oben und unten) charakteristische Muster ausgebildet werden.
Diese sind bedingt durch Reflexionen an den Phantomgrenzen und der
Interferenz von reflektierten und unreflektierten Wellen. Der Abstand
dieser Kurven entspricht der halben Wellenla¨nge.
3.3.1 Die Wellenbeobachtung in der zweidimensionalen Pro-
jektion
Bezug nehmend auf die Beschreibung im Theorieteil (Abschnitte 2.4.1
und 2.4.2) soll hier die Darstellung der Welle in der 2D-Projektion na¨her
betrachtet werden.
Mit Einfu¨hrung einer zweiten Ortskodierung in Form der ’Phasen’-
Kodierung stellt sich die Frage, ob die Bewegungskodierungen durch
’Phasen’- und ’Read’-Gradienten vergleichbar sind. Im folgenden wer-
den Messungen vorgestellt, die sich ausschließlich in der Orientierung
des Gradientensystems relativ zum Labor-Koordinatensystems (LKS)
unterscheiden (Abb. 3.9). Dreht man das Koordinatensystem der Bild-
gebung (read,phase), so folgen die im Bild erkennbaren Wellenfronten
dem zugrunde liegenden Labor-Koordinatensystem (z,x). Vier Richtun-
gen werden verglichen, wobei jeweils ein Bild mit und ein zweites ohne
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oszillierenden Gradienten ausgenommen wurde.
Abbildung 3.9: Variation der Richtungen der Ortskodiergradienten: a-d mit oszillieren-
den Gradienten senkrecht zur Bildebene, e-h ohne oszillierende Gradienten
In der Bildserie (Abb. 3.9) wird dies durch die sich mit dem Gradi-
entensystem drehende Wellenausbreitungsrichtung erkennbar. Hieraus
wird ersichtlich, daß die Wellenausbreitung im Phantom stets kor-
rekt wiedergegeben wird. Sie ist unabha¨ngig von der Wahl des sie
darstellenden Gradienten-Koorinatensystems. Bei den Experimenten
mit oszillierendem Gradienten (a-d) tritt die Bewegungskodierung von
’Phasen’- und ’Read’-Gradienten in den Hintergrund. Dieser war dabei
senkrecht zur Bildebene angelegt (y-Richtung).
Abgesehen von der Drehung sind die Bilder alle sehr a¨hnlich. Dies
ist ein Hinweis darauf, daß die Kodierung durch die beiden Ortsko-
diergradienten formal in etwa gleich ist. Nur fu¨r die Phasenkodierung
kann analytisch ein virtueller Ort als Fourierpartner der Meßparameter
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angegeben werden (Kap. 2.4.1). Bei der Frequenzkodierung ist das
formale Ergebnis diesem aber sehr a¨hnlich, anderenfalls wu¨rde in den
einzelnen Bildern die Welle immer wieder anders wiedergegeben. Orts-
und Bewegungskodierung erscheinen als unabha¨ngig voneinander.
Aus der auftretenden Signalauslo¨schung kann nicht direkt auf eine
Bewegungsamplitude geschlossen werden. Dies ist darin begru¨ndet,
daß an einem gegebenen Ort stets nicht nur eine einzelne definierte
’Bewegung’ sondern eine Vielzahl von Amplituden auftritt, die nur
durch eine Verteilungsfunktion beschrieben werden kann. Damit entfa¨llt
die direkte Verknu¨pfung von Signalphase und Ausmaß der Bewegung
im Experiment aus der eine einzelne Bewegungsamplitude bestimmt
werden ko¨nnte.
3.3.2 Einfu¨hrung der neuen Dimension der Amplitude der zy-
klisch periodischen Bewegung
In Kapitel 2.4.3 wurde der Einfluß eines oszillierenden Gradienten auf
das Signal eines sich bewegenden Probenbereichs hergeleitet. Als Resul-
tat dieser Betrachtung ergibt sich, daß die Amplitude der Bewegung, mo-
duliert mit dem Cosinus der Startphase der Bewegung (i.e. ξ0 cos(φm)),
als konjugierter Fourier-Parameter eines Meßparameters ( der q-Raum)
betrachtet werden kann (Gleichung 2.78 ). Im folgenden soll nun dieses
Prinzip zur direkten Bestimmung dieser Bewegungsamplituden genutzt
werden. Die zugrunde liegende Messung folgt dem im Abschnitt 2.4.4
vorgestellten Experiment und soll spa¨ter noch genauer ausgefu¨hrt wer-
den.
Abbildung 3.10a zeigt das Ergebnis einer solchen Messung in der
Magnitudendarstellung nach der Fourier-Transformation in beiden
Dimensionen. Als Funktion der Ortskoordinate z ist hier die Elongation,
also die momentane Amplitude der Bewegung, der Probe zum Zeitpunkt
des Experimentbeginns (ξ0(z) cos(kzz + φm(z)) wiedergegeben. Die ver-
tikalen Schnitte durch diesen Datensatz (Abb. 3.10a) repra¨sentieren
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Abbildung 3.10: a) Die Amplitude der Bewegung als Funktion des Orts z P (z, ξ) b) Zwei
vertikale Schnitte durch den Datensatz P (ξ)
die am ausgewa¨hlten Ort auftretenden Elongationen in Form einer
Verteilungsfunktion P (ξ). Sie zeigen, daß die Bewegung nicht durch
einen einzelnen Wert exakt beschrieben werden kann. Durch Anlegen
von Ausgleichskurven ko¨nnen jedoch die Parameter Wellenla¨nge λ und
ortsabha¨ngige Amplitude ξ0(z) bestimmt werden. Dies soll im folgenden
na¨her ausgefu¨hrt werden.
Auswertung der Daten: Die Bestimmung von Wellenla¨nge, Amplitude und
Da¨mpfung der fortschreitenden Welle.
Die mit der Bewegungskodierung erhaltenen Darstellungen (ξ(z) gegen
z) stellen Pixel-Bilder dar. Die mit dem Auge leicht erkennbaren Wel-
lenzu¨ge sind jedoch nicht als Funktionen, also als eindimensionales Da-
tenpaar ξ(z) und z, bekannt. Insbesondere die hohe Intensita¨t der Da-
tenpunkte bei ξ = 0 stellt bei der Bestimmung der gesuchten Funktion
eine Schwierigkeit dar. Die in Abbildung 3.10 gezeigten Schnitte parallel
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zur Ordinate zeigen die Verteilung der Amplituden an zwei verschiede-
nen Ort (Wellenberg und Wellental) aus denen je ein einzelner Funk-
tionswert (i.e. ξ(z0)) bestimmt werden muß. Prinzipiell bestehen dazu
mehrere Mo¨glichkeiten. Wa¨hlt man fu¨r jede Spalte des Bildes (Ha¨ufig-
keitsverteilung der Amplitude am einem gegebenen Ort) den intensiv-
sten Punkt als den gesuchten Funktionswert aus, so wird unbewegtes
Gel (ξ(z) = 0) oftmals dominieren und eine schwach ausgepra¨gte Welle
wird nicht erfaßt. Eine Alternative stellt das gewichtete Mittel u¨ber eine
Spalte dar.
Abbildung 3.11: Die Verteilungsfunktion der Amplitude der Bewegung P (ξ) an einem
Ort und deren gewichtete Mittel W1(ξ) = |ξ|P (ξ) und W2(ξ) = |ξ|2 ∗ P (ξ)
Abbildung 3.11 zeigt die Meßwerte fu¨r eine Spalte P (ξ) und verschiedene
GewichtungenW1(ξ) bzw.W2(ξ) dieser mit Potenzen der Amplitude |ξ|n.
W1(ξ) = |ξ| ∗ P (ξ)
W2(ξ) = |ξ|2 ∗ P (ξ) (3.5)
Aus diesen gewichteten Verteilungsfunktionen fu¨r die Bewegungsampli-
tude werden gewichtete Mittelwerte bestimmt und zur Charakterisierung
der Bewegung des ausgewa¨hlten Orts genutzt. Fu¨hrt man diese Rech-
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nung fu¨r jede Spalte eines Bildes durch, so kann fu¨r den Bereich mit
einem deutlich ausgepra¨gten Wellenzug die eigentlich beno¨tigte ξ(z)-
Funktion bestimmt werden. In Abbildung 3.12a sind die Ergebnisse
fu¨r zwei verschiedene Gewichtungen wiedergegeben. Weiterhin sind in
Abb.3.12b die durch Parameteranpassung gefundenen Ausgleichsfunk-
tionen wiedergegeben.
Abbildung 3.12: Amplitudendaten, spaltenweise bestimmt gema¨ß Glg. 3.5: a) Daten;
b) Die aus a) resultierenden Anpassungsfnktionen gema¨ß Glg. 3.6
Bei der Bestimmung dieser Anpassungs-Funktionen wurde die allgemeine
Gleichung der exponentiell geda¨mpften Sinus-Funktion (3.6) angenom-
men.
ξ(z) = ξ0 e−Dz sin(ωmt− kzz + φm) (3.6)
Es zeigt sich, daß diese die experimentell gefundene Da¨mpfung einer
Welle gut beschreibt. Mit der Bestimmung dieser Funktionen sind nun
Wellenla¨nge, Da¨mpfungskonstante und Amplitude am Ort z = 0 bekannt
und ko¨nnen zur Charakterisierung der Welle dienen.
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3.3.3 U¨berpru¨fung der Kodier-Gleichung
Ausgehend von der Gleichung fu¨r die Kodierung der periodisch zykli-
schen Bewegung (Glg. 2.78)
φ(r) = 2/πγ G0osngTg︸ ︷︷ ︸
Meßparameter
ξ0 cos(φm)︸ ︷︷ ︸
Meßgro¨ße
soll nun der Einfluß der einzelnen Parameter auf Seiten der Meßpara-
meter (ng ∗ Tg) und der Meßgro¨ße (ξ0 und φm) experimentell besta¨tigt
werden.
Abbildung 3.13: Probengeometrie zur U¨berpru¨fung der Kodier-Gleichung: FOV =
100x60mm2
Abbildung 3.13 zeigt eine 2D-Projektion der Anordnung ohne Strom-
fluß durch die Anregungsspule im Phantom. Die Spule wird hier er-
kennbar. Der im folgenden genutzte Bereich ist gekennzeichnet. Da die-
ser in x-Richtung schmal ist, kann zur nun folgenden Charakterisierung
der Einflu¨sse der Meßparameter ohne einen Informationsverlust auf 1D-
ortsaufgelo¨ste Messungen zuru¨ckgegriffen werden.
Anzahl der Gradientenzyklen
Inkrementiert man in einer Serie von Experimenten die Anzahl (ng)
der Gradientenzyklen so wirkt sich dies direkt auf die Gesamtkodierzeit
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(ng ∗ Tg) aus. Bei gegebener Schrittweite der Inkrementierung des oszil-
lierenden Gradienten (Gos) bedeutet dies eine A¨nderung der Schrittweite
des Meßparameters qcyc und damit einhergehend eine Verkleinerung des
Sichtfensters fu¨r die Meßgro¨ße ξ0 cos(φm).
Abbildung 3.14: Der Einfluß der Anzahl der Gradientenzyklen ng auf das Sichtfenster
der Meßgro¨ße FOVm
In Abbildung 3.14 werden Bildausschnitte einer solchen Meßreihe ge-
zeigt. Mit der Anzahl der Gradientenzyklen ng verkleinert sich das Sicht-
fenster FOVm in Richtung der abgebildeten Bewegungsamplitude und
die gegebene Amplitude der Welle wird vergro¨ßert dargestellt. Das Er-
gebnis besta¨tigt die Gu¨ltigkeit der Gleichung 2.78 unter den gegebenen
experimentellen Bedingungen. Mit der Verla¨ngerung der Kodierzeit wird
der Signalzerfall durch Spin-Spin-Relaxation immer bedeutender. Da die
absolute Signalintensita¨t im Meßergebnis aber nicht direkt wiedergege-
ben wird, tritt sie nur in Form eines sich verringernden Signal-zu-Rausch-
Verha¨ltnisses in Erscheinung.
Aus der hier gefundenen Linearita¨t (Siehe Abb. 3.14b) ergibt sich au-
ßerdem, daß die Sta¨rke des oszillierenden Gradienten wa¨hrend eines
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Experiment-Durchlaufs nicht abnimmt. Mit der Verdopplung der An-
zahl der Gradientenzyklen von ng auf 2ng verdoppelt sich demnach auch
die kodierende Wirkung des oszillierenden Gradienten. Dies ist an die
apparative Bedingung geknu¨pft, daß die Ku¨hlung der Gradientenspulen
ausreicht um ein Erwa¨rmen dieser Spulen zu verhindern. Nur dann ist
der Spulenstrom u¨ber mehrere Gradientenzyklen hinweg reproduzierbar.
Demnach ist die der Auswertung zugrunde liegende Annahme der repro-
duzierbaren Sta¨rke des Gradienten begru¨ndet. Anderenfalls wu¨rde die
Kodierung in Abbildung 3.14a nicht linear sondern schwa¨cher ansteigen.
Variation der Startphase
Wie in 3.1.5 ausgefu¨hrt kann durch Vera¨ndern der Wartezeit zwi-
schen dem ’trigger’-Signal des Frequenzgenerators und dem Start des
NMR-Experiments durch das Spektrometer direkt die Startphase der
Bewegung φm(z) variiert werden.
φm(z, t) = kzz − ωmt
Fu¨r einen gegebenen Ort z entwickelt sich dann die dort beobachtete
Elongation mit cos(ωmt). Abbildung 3.15 zeigt die Ergebnisse von vier
Messungen. Dabei a¨ndert sich jeweils die Startphase φm um 90 und die
Welle scheint sich vorwa¨rts zu bewegen.
Ein wa¨hrend der Messungen stets anwesendes Sto¨rsignal tritt hier
im rechten Bildteil als vertikale Linie auf. Der experimentelle Zeit-
Parameter ’d0’ wurde hier jeweils um 5 ms erho¨ht (Tm = 20 ms).
Variation der Amplitude der Bewegung
Die auftretende Amplitude der Welle steht in direkter Beziehung zur in
die Probe eingebrachten Leistung. Diese ist aber durch den Frequenz-
generator vorgegeben und kann in Grenzen variiert werden. Mit der
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Abbildung 3.15: 1D-ortsaufgelo¨ste modul. Amplitude bei variierter Startphase :
FOVm = 100µ m,FOVRead = 32 mm, νm = 50 Hz und λ = 14, 3 mm
Erho¨hung des Spulenstroms geht eine gro¨ßere Bewegung der Spule ein-
her und damit auch eine Zunahme der beobachteten Wellenamplitude.
Fu¨r einen elastischen Ko¨rper ist hier eine Proportionalita¨t zur Wurzel
der eingebrachten Leistung zu erwarten.
Die in Abbildung 3.16 aufgefu¨hrte Abha¨ngigkeit der Sta¨rke der Bewe-
gung, als Funktion der, in die Probe eingebrachten, Leistung, genauer
die Wurzel der Leistung, zeigt einen linearen Verlauf. Allgemein gilt, daß
mit dem Auftreten von Sa¨ttigungseffekten die beobachtete Amplitude
kleiner als erwartet ausfa¨llt und die Kurve abflacht. Bei der hier in das
Phantom eingebrachten Leistung befindet sich das System demnach noch
klar im Lineartita¨tsbereich. Aufgrund des geringen elektrischen Wider-
stands der Spule und der Zuleitungen kann bei der Berechnung der in die
Probe eingebrachten Leistung von der Impedanz des Frequenzgenerator-
Ausgangs (50 Ohm) ausgegangen werden. Bei einer sinusfo¨rmigen Anre-
gungsform und einer maximalen Spannung von Upp = 5Volt ergibt sich
dann eine mittlere Leistung von 64 mW. Paßt man die gemessene Bewe-
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Abbildung 3.16: Die 1D-ortsaufgelo¨ste modulierte Amplitude der Bewegung bei variier-
ter Anregungsleistung: Die Abbildung zeigt fu¨nf unabha¨ngige Messungen mit wachsen-
der Anregungsspannung (i.e. Wurzel der Leistung). Dabei nimmt die Amplitude linear
zu. Die Parameter Wellenla¨nge (λ = 13.5 mm) und ortabha¨ngige Da¨mpfungskonstan-
te (D = 0.027 mm−1) bleiben unvera¨ndert.
gung (ξ(z))als Funktion des Ortes an die Beziehung in Gleichung 3.6 an,
so ko¨nnen Wellenla¨nge und Da¨mpfung bestimmt werden. Fu¨r die vor-
liegende Meßreihe gilt, daß diese sich mit der Variation der Anregungs-
leistung nicht vera¨ndert haben. Fu¨r alle fu¨nf Messungen ergibt sich eine
Wellenla¨nge von λ = 13.5 mm und eine ortsabha¨ngige Da¨mpfungskon-
stante von D = 0.027 mm−1.
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3.3.4 Bedeutung der Oszillationsfrequenz der Gradienten
In der Herleitung der Kodiergleichung fu¨r die zyklisch periodische Bewe-
gung 2.78 wurde davon ausgegangen, daß Gradient und Bewegung sich
mit der gleichen Frequenz a¨ndern (i.e. νg = νm). Nun soll u¨berpru¨ft wer-
den wie sich ein Abweichen von dieser Bedingung auf das Meßergebnis
auswirkt.
Abbildung 3.17: Variation der Frequenz des Gradienten νg: a) Ausschnitte der Meßergebnisse
(νm = 100Hz) ; b) Amplitude ξ0 am einem Ort z0 als Funktion der Periode Tg ; c) ξ0 als
Funktion der Gradienten-Frequenz
Abbildung 3.17a zeigt Ausschnitte einer solchen Meßserie fu¨r eine si-
nusfo¨rmige Anregung bei νm = 100Hz. Die gemessene Amplitude a¨ndert
sich in charakteristischer Weise. Mit der Abweichung von der obigen Be-
dingung (νg = νm) verringert sich die Kodierung der Bewegung sehr
schnell. Die Theorie sagt voraus, daß sich die Effektivita¨t der Kodie-
rung mit der Abweichung vom Ideal na¨herungsweise gema¨ß einer sinc-
Funktion a¨ndert:
ξ0/ξ0ideal ∝ |sinc(νg − νm)| (3.7)
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Dieses Ergebnis wurde von Lewa [20] nach Rechnungen vorhergesagt und
ist umso deutlicher je mehr Gradientenzyklen wa¨hrend einer Kodierung
durchlaufen werden. Weicht die Gradientenfrequenz um ≈ 5% von der
vorgegebenen Frequenz der mechanischen Anregung ab, so geht praktisch
alle Bewegugskodierung verloren. Bei gro¨ßeren Abweichungen nimmt die-
se kurzfristig noch einmal zu. Dies ist in Abbildung 3.17c in Form der
Nebenmaxima bei 90Hz und 110Hz erkennbar. Insgesamt la¨ßt sich sagen,
daß Bedingung identischer Frequenzen genau eingehalten werden muß,
da ansonsten verfa¨lschte Meßergebnisse auftreten.
3.3.5 Vergleich von 1D- und 2D-ortsaufgelo¨sten
Wellenzu¨gen
Stellt man eine Welle mit eindimensionaler Ortsauflo¨sung (1D) dar, so
ist dies nur zufriedenstellend, wenn die ausgewa¨hlte Richtung der Wel-
lenausbreitungsrichtung entspricht. Aber selbst dann ist die Bedingung
paralleler Wellenfronten im der Probe nicht immer erfu¨llt. Durch Ver-
gleich einer 1D-Messung mit der korrespondierenden 2D-Messung soll
dies verdeutlicht werden. Abbildung 3.18 zeigt die Ergebnisse beider
Messungen.
Wie in Abbildung 3.18 a ersichtlich verla¨uft die Welle, je nach Positi-
on in der zweiten Ortsdimension (x-Richtung), leicht versetzt durch das
Gel in Richtung der z-Achse. In der eindimensionalen Messung 3.18 b
fu¨hrt dies zu U¨berlagerungen mehrerer Wellenzu¨ge. Dadurch entsteht der
fa¨lschliche Eindruck einer fehlerhaften Bewegungskodierung im Experi-
ment. Dieser Effekt kann jedoch durch eine schmale Form des Phantoms,
also einer kleinen Ortsausdehnung in x-Richtung minimiert werden.
3.3.6 Vergleich der mechanischen Anregungsformen
Bei der mechanischen Anregung durch die Spule gibt die Stromsta¨rke als
Funktion der Zeit I(t) die Anregungsform vor. Bei einer sinusfo¨rmigen
mechanischen Anregung des Gels (i.e. I(t) = I0 ∗ sin(ωmt)) dominiert
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Abbildung 3.18: 1D- (a) und 2D- (b) ortsaufgelo¨ste Amplituden-Messungen im Ver-
gleich: FOV = 70 x 60 mm2, FOVm = 110 µm, νm = 50 Hz
die Grundfrequenz νm. Zusa¨tzlich treten bei einer rechteckfo¨rmigen An-
regung (i.e. I(t) = Kastenfunktion) auch deren Oberschwingungen auf.
Bei einer korrekten Kodierung durch die oszillierenden Gradienten wer-
den die Oberschwingungen jedoch gar nicht (gerade Oberschwingungen)
bzw. nur wenig (ungerade Oberschwingungen) kodiert und treten daher
im Bild nicht in Erscheinung .
Der tatsa¨chliche Einfluß der Anregungsform auf das Meßergebnis soll
hier in Abbildung 3.19 gezeigt werden. Wiedergegeben sind dort zwei Bil-
der bei a) sinusfo¨rmiger und b) rechteckfo¨rmigem Anregungsstrom I(t).
Da diese 2D-Projektionen mit oszillierendem Gradienten aufgenommen
wurden treten im Abstand einer halben Wellenla¨nge Signalauslo¨schun-
gen auf. Die Reflexionen der Welle an den Phantomra¨ndern (oben
und unten) fu¨hren dort zu definierten Mustern. Insgesamt sind die-
se erkennbaren Strukturen bei beiden Messungen qualitativ gleich. Die
bei der ’Rechteck’-Anregung deutlich schlechtere Qualita¨t wird durch
einen nicht perfekten ’Trigger’ verursacht. In Richtung der Phasen-
Ortskodierung x treten hier Signalverzerrungen auf, die im Einzelfall zu
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Abbildung 3.19: Bilder bei a) sinusfo¨rmiger und b) rechteckfo¨rmiger Anregung der
Spule. νm = 100Hz und FOV = 70 x 60mm
dazu fu¨hren ko¨nnen daß das Objekt in Phasenkodierrichtung mehrfach
abgebildet wird (sogenannte ’Geister’).
3.3.7 Betrachtung der Bewegung in den drei Raumrichtungen
Mit der Bewegungskodierung durch oszillierende Gradienten ergibt sich
die Mo¨glichkeit die Beobachtungsrichtung willku¨rlich zu wa¨hlen. Durch
die Auswertung von drei getrennten Messungen sind die Bewegungen der
Welle fu¨r die drei Raumrichtungen (ξx, ξy, ξz) bestimmbar.
Abbildung 3.20 zeigt drei solcher Messungen mit zweidimensionaler Orts-
auflo¨sung. Dabei sind die Ortskoordinate x und die Bewegung ξ inein-
ander verschachtelt gemeinsam auf der Ordinate aufgetragen. Teilbild a
zeigt die Bewegung entlang der x-Richtung ξx. Die Randbereiche des
Phantoms bewegen sich symmetrisch zueinander. Es liegt eine Deforma-
tion des Phantoms vor, wobei dessen Ra¨nder zur Mitte hin periodisch
verschoben werden. Die Teilbilder b und c verdeutlichen die Bewegun-
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Abbildung 3.20: Bewegung in den drei Raumrichtungen: a)ξ = ξx , b) ξ = ξz und
c)ξ = ξy ; In a) ist erkennbar, daß das Gel zur Mitte symmetrisch verformt wird.
gen entlang der z- (in Wellenrichtung) bzw. der y-Achse (senkrecht zur
Oberfla¨che). Im Mittelbereich wird erkennbar,daß diese beiden Kompo-
nenten miteinander korreliert sind. Abbildung 3.21 zeigt speziell diesen
Bereich in Vergro¨ßerung. Betrachtet man die ξy-Komponente in Relation
zur zugeho¨rigen ξz-Komponente, so beschreiben diese eine Ellipse. Die
komplette Bewegung eines einzelnen Phantom-Bereichs ist daher durch
eine Roll-Bewegung in der z-y-Ebene und eine hinzukommende Verzer-
rung in x-Richtung zu beschreiben.
Abbildung 3.21: Ausschnitte aus der Phantommitte : a) ξz , b) ξy ; die Bewegungen in
z- und y-Richtung sind zueinander phasenverschoben.
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3.3.8 Korrelation der Bewegung in zwei Raumrichtungen
In einer Erweiterung des in dieser Arbeit vorgestellten Prinzips der Ko-
dierung periodisch zyklischer Bewegung ist es mo¨glich die Bewegungs-
komponenten entlang zweier verschiedener Raumrichtungen miteinander
zu korrelieren. Hierzu Bedarf es zweier unabha¨ngiger oszillierender Gra-
dienten. Das Schema des Experiments wird in Abbildung 3.22 gezeigt.
Das NMR-Pulsprogramm selbst findet sich im Anhang.
Abbildung 3.22: Schema der Messung von Bewegungskorrelation in zwei Richtungen:
Zwei oszillierende Gradienten werden unabha¨ngig inkrementiert.
Ein Vergleich des Schemas in Abbildung 3.22 mit dem des bisher be-
nutzen Experiments 3.5 zeigt deutlich deren A¨hnlichkeit. Hier wurde die
zweite Ortsdimension (Phasenkodierung) zugunsten einer weiteren Be-
wegungskodierung fallengelassen. Neben der eindimensionalen Ortsko-
dierung durch den ’Read’-GradientenGRead werden nun zwei Bewegungs-
richtungen durch die beiden oszillierenden Gradienten(G1os und G
2
os) ab-
getastet.
Abbildung 3.23 zeigt das Ergebnis einer solchen Messung. Die Abszisse
kennzeichnet den Ort in Ausbreitungsrichtung z. Die Ordinate jedoch
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Abbildung 3.23: Meßergebnis der Korrelation zweier Bewegungsrichtungen (mechani-
sche Anregung mit 25 Hz) und FOVm = 75 µm
gibt die Amplituden der beiden Bewegungskomponenten in verschach-
telter Form wieder. Die Bewegungsamplitude in z-Richtung wird in 32
Schritten dargestellt. Jeder einzelne dieser 32 Schritte ist nochmals durch
weitere 32 Schritte, entsprechend der Bewegung in y-Richtung, aufgelo¨st.
Zusammen spannen diese 128 Punkte eine Ebene mit den Koordinaten
der Bewegung ξz und ξy auf. Fu¨r vier ausgewa¨hlte z-Positionen werden
diese Ebenen in Abb.3.24b gezeigt. Ein Ausschnitt dieser Darstellung in
3.24a macht dies deutlicher. Tra¨gt man fu¨r einen ausgewa¨hlten Ort die
Bewegunsgamplituden gegeneinander auf, siehe Abbildung 3.24b, so fin-
det sich eine klare Korrelation der Bewegung in den beiden Richtungen.
Die dort wiedergegebenen vier Diagramme zeigen die Verknu¨pfung von ξz
und ξy an verschiedenen Orten. Diese sind mit anwachsendem z von un-
ten nach oben geordnet. Die Verteilung der Datenpunkte im Diagramm
beschreibt mit wachsendem z eine Drehung um den in der Mitte liegen-
den Ursprung des Koordinatensystems. Dabei kennzeichnet der Abstand
vom Ursprung die unmodulierte Amplitude ξ0. Die Projektionen auf die
Achsen ergeben die in allen bisherigen Experimenten bestimmten modu-
lierten Amplituden ξ0 cos(φm). Bei genauerer Betrachtung der Korrela-
tionsdiagramme zeigt sich, daß die ’sichelfo¨rmige’ Ha¨ufigkeitsverteilung
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eine sich vera¨ndernde Phasenbeziehung zwischen den beiden Komponen-
ten der Bewegung ξyundξz anzeigt. In Abha¨ngigkeit von der absoluten,
also unmodulierten, Amplitude ergeben sich gering unterschiedliche Pha-
senbeziehungen.
Abbildung 3.24: a) Ausschnitt der Messung in Abb.3.23 und b) korrelierte Bewegungs-
richtungen (ξz− > ξy) fu¨r vier ausgewa¨hlte z-Positionen
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3.3.9 Allgemeine Welleneigenschaften
Die durch das Phantom wandernden Wellen werden dabei geda¨mpft. Al-
lein dadurch kommt es im Bildbereich nicht zu destruktiven Interferenzen
von vorwa¨rts laufender und reflektierter Welle. Einzig die Reflexionen an
den Ra¨ndern des Phantoms sind stets sichtbar. Fu¨hrt man nun im ab-
gebildeten Ausschnitt des Phantoms Sto¨rungen ein, so wechselwirkt die
Welle mit diesen und es kommt zur Ausbildung charakteristischer Mu-
ster in der zweidimensionalen Darstellung der Welle. Die Beobachtung
der Welle im Gel mit verschiedenen Geometrieen zeigt, daß die typi-
schen Welleneigenschaften, wie Diffraktion (Beugung), Interferenz und
Reflexion, im Experiment beobachtet werden ko¨nnen.
Streuung am einzelnen Ko¨rper
Befindet sich im Bereich einer sich fortpflanzenden Welle, dem Wellen-
feld, ein einzelner Ko¨rper dessen Gro¨ße im Bereich der Wellenla¨nge liegt,
so tritt an diesem eine Streuung der Welle auf.
Abbildung 3.25 zeigt zwei zweidimensionale Projektionen eines Gel-
Phantoms. Beide wurden unter Verwendung fixer oszillierender Gra-
dienten aufgenommen und unterscheiden sich in der Startphase
der Bewegung φm. In das Gel wurde ein runder Plastikko¨rper
(Durchmesser=1, 3mm) eingebracht. Dieser fungiert als ein einzelner
Sto¨rko¨rper im Bereich der sich ausbreitenden Welle. Die Welle passiert
die Verengung oberhalb und unterhalb des Ko¨rpers. Kurz hinter dem
Ko¨rper entsteht ein Schattenbereich ohne Welle. In einiger Entfernung
hinter dem Objekt fu¨llen die gestreuten Wellenzu¨ge den Raum jedoch
wieder aus. Die Wellenla¨nge betra¨gt λ = 1, 4 mm.
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Abbildung 3.25: a)Streuung der Welle an einem einzelnen Sto¨rko¨rper; b) relativ zu a)
ist hier die Bewegung eine Viertel Periode weiter fortgeschritten, entsprechend einer
Phasenverschiebung um 90 Grad.
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Elementarwelle am Spalt
Ein einzelner Spalt (1cm), der eine Welle passieren la¨ßt, bedingt, daß
von diesem aus eine Elementarwelle ausgeht.
Abbildung 3.26: Die Elementarwelle nach einem Spalt: FOV = 66 x 58 mm,λ =
14 mm, νm = 100 Hz. a) Magnitudenbild ohne Bewegung; b) Elementarwelle nach
dem Spalt.
Nach passieren des Spaltes breitet sich die Elementarwelle in alle Rich-
tungen hin aus. Dabei verliert sie stark an Intensita¨t. Die auf die Seiten
zulaufende Welle interferiert mit der dort reflektierten.
Interferenz zweier Elementarwellen
Kann die Welle durch zwei Spalte hindurch eine Barriere passieren, so in-
terferieren die beiden hinter der Barriere auftretenden Elementarwellen.
Das resultierende Muster ist abha¨ngig vom Verha¨ltnis von Wellenla¨nge
zu Spaltbreite. Fu¨r große Wellenla¨ngen, relativ zur Spaltbreite, ergeben
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sich zwei interferierende Wellenringe, die sich dann zu einer Wellenfront
vereinigen.
Abbildung 3.27 zeigt die Ergebnisse fu¨r ein Phantom mit zwei Spalten
der Breite dspalt = 12mm. Im Teilbild 3.27a wird die unbewegte Probe
in einer 2D-Projektion dargestellt. Die beiden folgenden Teilbilder 3.27b
und c zeigen die sich durch das Phantom fortpflanzende Welle bei zwei
verschiedenen Anregungsfrequenzen. Im Teilbild 3.27b , mit νm = 70Hz,
passiert die Welle von der Spule aus kommend den Doppelspalt und wird
dabei nur wenig gebeugt. Hier liegt die Wellenla¨nge mit λ = 23mm im
Bereich der Spaltbreite. Ganz anders erscheint das Teilbild 3.27c. Bei
einer Frequenz von νm = 50Hz resultiert eine viel gro¨ßere Wellenla¨nge
von λ = 32mm. Nach der Barriere vereinigen sich die beiden Elementar-
wellen sehr schnell zu einer gemeinsamen Wellenfront.
Abbildung 3.27: Zwei interferierende Elementarwellen nach einem Doppelspalt: Zwei
begrenzte Bereiche bieten einen Durchlaß fu¨r die Welle. Mit der Frequenz variiert das
Interferenzbild.: Spaltbreite= 12 mm a) ohne Welle; b)λ = 23 mm; c)λ = 32 mm.
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Beugung an der Phasengrenze
In einem Phantom, bestehend aus zwei unterschiedlich konzentrierten
Gelkomponenten, soll hier nun das Ausbreitungsverhalten der Welle be-
obachtet werden. An der Phasengrenze der verschieden elastischen Gele
tritt Beugung auf. Die Welle a¨ndert beim U¨bergang in neue Medium
ihre Richtung und Wellenla¨nge. Gleichzeitig kann an der Phasengrenze
Reflexion auftreten.
Abbildung 3.28: An der Grenze zweier unterschiedlich elastischer Gele tritt eine Beu-
gung der Welle auf: a) Bild der modulierten Amplitude ; b) Bild des Phantoms unter
der Wirkung der oszil. Gradienten
Die in Abbildung 3.28b gezeigte 2D-Projektion wurde unter der Wirkung
oszillierender Gradienten aufgenommen. Die eingezeichneten Pfeile kenn-
zeichnen Wellenla¨nge und -richtung. Die A¨nderung der Wellenrichtung
erfolgt zur Normalen der Grenzfla¨che hin. Dies entspricht der Erwartung,
daß das zweite, weniger konzentrierte Gel, fu¨r diese Art von Wellen ei-
ne geringe Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedingt als das erste Gel. Im
Teilbild a ist ein Bild der modulierten Amplitude wiedergegeben. Die
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Ordinate setzt sich hier wieder aus der Ortskoordinate x und, darin ver-
schachtelt, der Bewegungsamplitude zusammen. Hier wird erkennbar,
daß im ersten, ha¨rteren Gel (links) die Welle kaum noch beobachtbar
ist. Fu¨r dieses steifere Gel gilt bereits, daß die Detektionsgrenze fu¨r eine
Welle aufgrund der Bedingung, daß dessen Wellenla¨nge in das experi-
mentelle Sichtfenster passen muß fast erreicht ist.
Erst durch die Detektion der Bewegung wird deutlich, daß sich die
beiden Gele in ihren mechanischen Eigenschaften stark unterscheiden.
Als quantitative Gro¨ße kann die Wellengeschwindigkeit angegeben
werden.
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Kapitel 4
Zusammenfassung und Ausblick
Das Ziel der Abbildung der lokalen Steifigkeit in einer Probe in Form
eines Bildes, kann durch die Beobachtung einer Welle im Ko¨rper erreicht
werden. Notwendig dazu ist die Vermessung der lokalen Bewegung und
die Verwendung dieser Daten zur Lo¨sung der Differentialgleichung der
Welle. Die lokale Bewegung selbst, ist eine periodisch zyklische, deren
zeitliches Mittel Null ist. Durch die Verwendung geeigneter oszillieren-
der Magnetfeldgradienten im NMR-Bildgebungsexperiment kann diese
Periodizita¨t ausgenutzt werden um hohe Empfindlichkeiten fu¨r kleine
Amplituden der Bewegung zu erreichen.
Das Aufzeigen und die U¨berpru¨fung der Einsatzmo¨glichkeiten dieser
oszillierenden Gradienten sind das Thema dieser Arbeit. Ausgehend
von den zeitabha¨ngigen Funktionen fu¨r Bewegung (ξ(r, t)) und Gra-
dientensta¨rke (Gos(t)) wurden die Gleichungen fu¨r deren Wechselwir-
kung miteinander allgemein hergeleitet. Durch die Interpretation von
zyklischer Bewegungsamplitude (ξ) und Gradientenwirkung (in Form ei-
ner q-Raum-Koordinate (qos)) als ein Fourier-Paar, ergeben sich neue
Mo¨glichkeiten der Anwendung. Dazu geho¨ren die direkte Bestimmung
der ortsaufgelo¨sten Bewegungsamplitude und deren Verteilungsfunkti-
on sowie die Korrelation der Bewegungen in den drei Raumrichtungen.
Die Durchfu¨hrbarkeit dieses Konzepts konnte durch die Meßergebnis-
se an einem Gel-Phantom dokumentiert werden. Fu¨r die Amplitude der
zyklischen Bewegung an einem ausgesuchten Ort lassen sich Verteilungs-
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funktionen erhalten, die aufzeigen, daß ein Probenbereich (Pixel) nicht
allein durch einen einzelnen Wert fu¨r die Amplitude charakterisiert wer-
den kann, sondern korrekterweise durch eine Verteilung von Amplituden
beschrieben werden muß. Neben der Amplitude (≥ 50 µm) sind Wel-
lenla¨nge und ortsabha¨ngige Da¨mpfung direkt aus den Meßergebnissen
ablesbar.
Bei Verwendung zweier unabha¨ngiger oszillierender Gradienten ko¨nnen
Bewegungskomponenten (verschiedene Richtungen oder Zeitpunkte)
miteinander korreliert werden. Fu¨r die Deformationswelle im Gel-
Phantom gilt, daß die Bewegungen in den drei Raumrichtungen mit-
einander korreliert sind und dies direkt vermessen werden kann. Dies
ermo¨glicht einen Einblick in die wahre Natur der Welle als einer dreidi-
mensionalen Erscheinung. Transversale und longitudinale Komponenten
sind miteinander verknu¨pft und beeinflussen einander. Ein gutes ’timing’
aller Komponenten (mechanische Anregung, Gradientenform, HF-Pulse
und Acquisition) ist wichtig fu¨r die Reproduzierbarkeit der Experimen-
te. Bei Abweichung von den Idealbedingungen ergeben sich gravierende
Signalverluste und Artefakte.
Eine schwa¨che des hier vorgestellten experimentellen Aufbaus ist sicher
die Art der Erzeugung der Wellen. Die Leistung und der Einsatzbe-
reich einer stromdurchflossenen Spule im Magnetfeld sind begrenzt. Fu¨r
eine erweiterte Anwendung (z.B. fu¨r große Proben) ist hier ein ande-
res Konzept notwendig. Aus der Literatur geht hervor, daß in diesem
Bereich nach immer besseren Lo¨sungen gesucht wird (z.B. in [6]). Wei-
terhin erscheint mir die Einfu¨hrung einer Schichtselektion sinnvoll, um
die insgesamt bestimmte Information zu verringern und dadurch klarere
Abbildungen der Welle zu erhalten. Die kombinierte Messung der lon-
gitudinalen und der beiden transversalen Komponenten der Welle kann
Aufschluß u¨ber die A¨nderung der Welle wa¨hrend ihrer Fortpflanzung
durch das Medium liefern. Neben der lokalen Wellengeschwindigkeit und
der ortsabha¨ngigen Da¨mpfung ist fu¨r anisotrope Materialien zu erwarten,
daß sich das Verha¨ltnis von longitudinaler zu transversaler Komponente,
bedingt durch unterschiedlich starke Da¨mpfung, a¨ndert.
Kapitel 5
Anhang
5.1 Verwendete Apparaturen
Frequenzgenerator:
Zur mechanischen Anregung diente ein Multi-Funktions-Generator der
und Firma Techtronics mit einer Ausgangsimpedanz von 50 Ohm.
Spektrometer:
Ein Spektrometer des Typs DMX 300 der Firma Bruker mit Gradi-
entenversta¨rkern (Typ: Coppley); Die nominelle Resonanzfrequenz fu¨r
Protonen betra¨gt 300 MHz.
Magnetfeldgradienten:
Shim-Gradientensystem der Firma Bruker. Die maximale Gradien-
tensta¨rke des Systems betra¨gt 104.8 mT/m .
HF-Resonator:
Typ: ’birdcage’ der Firma Bruker
Außendurchmesser: 10,24 cm
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Innendurchmesser: 6,45 cm
La¨nge: 14,90 cm
Spulenla¨nge: 9,50 cm
Sensitiver Bereich: 8 cm
5.2 Das Gel-Phantom
Zur Herstellung der Gele wurde handelsu¨bliche Gelantine der Firma
RUF-Lebensmittelwerk Quakenbru¨ck verwendet. Die gemahlene Gelan-
tine wird in 50 ml kaltem Wasser gequollen und danach unter Ru¨hren
in weiteren 200 ml heißem Wasser(80◦C) aufgelo¨st. Die genaue Wasser-
temperatur ist variabel und hat keinen Einfluß auf die Eigenschaften des
erhaltenen Gels, sofern dessen Zersetzungstemperatur von 95◦C nicht
u¨berschritten wird. Die Lo¨sung wird heiß in einer Form direkt auf eine
Glasplatte (5x 20 cm) gegossen und erstarrt dort beim Erkalten. Die
Spule wird vor dem Eingießen des Gels in der Form fixiert und ist nach
dem Erkalten des Gels fest mit diesem verbunden. Die Gel-Konzentration
betrug im Allgemeinen 5,12 Massenprozent und wird im Fall eines Zwei-
Komponentengels bis auf 6,72 Massenprozent gesteigert.
Bei der Spule handelt es sich um eine spiralfo¨rmig gewickelte Flachspule
mit 8 Windungen. Der Außendurchmesser betra¨gt 1,8 cm. Der verwende-
te Kupferdraht ist mit Isolierlack beschichtet und hat einen Durchmesser
von 0,25 mm.
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5.3 Bessel-Funktionen
Bessel-Funktion erster Art
Besselsche Differentialgleichung:
d2
dx2
Jn(x) +
1
x
d
dx
Jn(x) + (1 +
n2
x2
)Jn(x) = 0 (5.1)
Mit der Randbedingung: limx→0 Jn(x) soll endlich sein
Jn(x) = (
x
2
)2
∞∑
m=0
(−1)m
m!(m+ n)!
(
x
2
)2m (5.2)
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5.4 Die Wechselwirkung mit dem Read-Gradienten
Die Wechselwirkung zwischen periodischer Bewegung und Read-
Gradienten
Ausgehend von Gleichung 2.73 in Kapitel 2.4.2 kann die letztendlich
erhaltene Projektion als U¨berlagerung verschiedener gewichteter Teile
aufgefaßt werden.
S(G, t2) =
∫
ρ(r0) e
i γ G(t2−t2,start−t1)r0
×
+∞∑
p=−∞
Jp(γ Gξ0ω
−1
m )e
−ip (ωmt2+φm−π/2)
×
+∞∑
p=−∞
Jp(γ Gξ0ω
−1
m )e
−ip (ωmt1+φm+π/2) dr0 .
(5.3)
Werden die beiden Summenindices mit p und p′ benannt und eine Um-
sortierung vorgenommen so ergibt sich:
S(G, t2) =
+∞∑
p=−∞
+∞∑
p′=−∞
Jp(γ Gξ0ω
−1
m ) ∗ Jp′(γ Gξ0ω−1m )
×e−ip′ ωmt1+i(p−p′)π/2
× e−ip ωmt2︸ ︷︷ ︸
Multiplikation imk−Raum∫
ρ(r0)e
−i(p+p′)φm ei γ G(t2−t2,start−t1)r0︸ ︷︷ ︸
k−Raumsignal dermoduliertenProjektion
dr0 .
(5.4)
Na¨herung fu¨r kleine Amplituden der Bewegung
Mit der Abku¨rzung a = γ Gξ0ω−1m und der Beschra¨nkung auf die ersten
p−Werte um Null, ergibt sich folgende Na¨herung fu¨r geringe Amplituden
der Bewegung (i.e. a << 1).
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ρvirtuell(r0) = ρ(r0)
+2∑
p=−2
+2∑
p′=−2
Jp(a) ∗ Jp′(a)× e−i(p−p
′
)π/2 × e−i(p+p′)φm .
(5.5)
Eine ganze Reihe der Terme heben sich gegenseitig auf. Es verbleiben:
ρvirtuell(r0) = ρ(r0)× (
+J−2(a)J0(a) e−i(−2−0)π/2e−i(−2)φm
+J−2(a)J2(a) e−i(−2−2)π/2 e−i(0)φm
+J−1(a)J1(a) e−i(−1−1)π/2 e−i(0)φm
+J0(a)J2(a) e
−i(0−2)π/2 e−i(2)φm
+
+2∑
p=−2
Jp(a)
2e−i(2p)φm ) .
(5.6)
Nutzt man nun die Symmetrieeigenschaften der Bessel-Funktionen, so
ergibt sich:
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ρvirtuell(r0) = ρ(r0)× (
−J2(a)J0(a) e−i(−2)φm
+J2(a)
2
+J1(a)
2
−J0(a)J2(a) e−i(2)φm
+
+2∑
p=−2
Jp(a)
2e−i2pφm
= ρ(r0)× (J1(a)2 + J2(a)2
−2J0(a)J2(a) cos(2φm)
+J−2(a)
2e−i2(−2)φm
+J−1(a)
2e−i2(−1)φm
+J0(a)
2e−i20φm
+J1(a)
2e−i21φm
+J2(a)
2e−i22φm )
= ρ(r0)× (J1(a)2 + J2(a)2
−2J0(a)J2(a) cos(2φm)
+J2(a)
2e+i4φm
+J1(a)
2e+i2φm
+J0(a)
2
+J1(a)
2e−i2φm
+J2(a)
2e−i4φm ) .
(5.7)
Letztendlich ergibt sich nun:
ρvirtuell(r0) = ρ(r0)× (J0(a)2 + J1(a)2 + J2(a)2
−2J0(a)J2(a) cos(2φm)
+2J1(a)
2 cos(2φm)
+2J2(a)
2 cos(4φm) ) .
(5.8)
Oder geordnet nach den Wellenla¨ngen:
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ρvirtuell(r0)/ρ(r0) = J0(a)
2 + J1(a)
2 + J2(a)
2
+(2J1(a)
2 − 2J0(a)J2(a)) cos(2φm)
+2J2(a)
2 cos(4φm) .
(5.9)
Die scheinbare Spindichte ρvirtuell wird also im Wesentlichen mit der hal-
ben Wellenla¨nge (i.e. cos(2φm)) moduliert. Das Ausmaß dieser Variation
der beobachteten Spindichte ha¨ngt von den Bessel-Funktionswerten, die
als Faktoren vor diesen Funktionen fungieren und ausschließlich durch
die Variable a = γ Gξ0ω−1m bestimmt sind. Siehe dazu Abbildung 5.1.
Abbildung 5.1: Funktionswerte der Bessel-Funktionen erster Art: a) die Funktionswerte fu¨r
p={0,1,2}; b) die drei Signalbeitra¨ge zur beobachteten virtuellen Spindichte
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5.5 Puls- und Gradientenprogramme
Es mag vielleicht u¨berraschen, aber es gibt nur ein Pulsprogramm (’wel-
le’) fu¨r alle Experimente. Der wesentliche Unterschied zwischen den Ex-
perimenten liegt in den Gradientenprogrammen. Erst dort wird festge-
legt, welche Funktion die einzelnen Gradientenrichtungen (x,y,z) erfu¨llen
sollen.
5.5.1 Das Pulsprogramm mit oszillierenden Gradienten
;file = welle
;needs gradient program welle.r
;content:
;Based on the pulse program ’im2dhard’, additional oscillating gradients
;and an incrementation to the mechanical excitation has been introduced.
; The number of cycles for the oscillating gradients is (l4).
; The number of steps for the ramped phase gradient is (l3).
; The number of steps for the ramped oscillating gradient is (l2).
; The number of time incrementations after the trigger
; to the mechanical excitation ( with step width in0 )is (l1).
; The number of time incrementations for d6 ,the timing between
; the first space encoding gradients and the read gradient during
;acquisition. The echo time is increased,too. (l5)
; ghjtf 01-05-1999\\
; Originally it was a ’im2dhard’ = 2D-projection with phase and
;frequency encoding I inserted: an external trigger to trigger
;the program to a mechanical excitation. The delay (d0) can be
;incremented (by in0) to switch the phase of mechanical
;excitation for example by 180 degree. ( the loop counter is l1)
; Additionally, there are oscillating gradients before and after
;the refocussing pulse (p2) to encode for periodic motion. The
;time for refocussing (d9-p2-d9) is given as half the period
;time of the mechanical excitation(d4). The strength of the
;oscillating gradients can be stept through in ’l2’ steps with
;a total strength that is given by the parameter ’cnst21’. The
;number of cycles for this gradient is set by the loop counter’l4’.
; set td1 equal (l1 * l2 * l3 * l5)
; set in1 equal in0
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; In order to syncronize the gradient settings to the mechanical
;excitation some delays must be calculated from the period time
;(tperiod).
define delay tperiod
" tperiod = d4 "
define delay techo
" techo = d4 *(l4*2 + 2) + d4/2.0 "
define delay ttrig
" ttrig = d4 *0.8 "
" d2 = (d4 / 32.0) -5u "
" d6 = ((1.0*d4 / 2.0) - d3 - 10u ) /2.0 "
" d9 = ((d4 / 2.0) - p2) /2.0 "
10m ze ; zero data block and initialize
techo
1 d1 ; relaxation delay
10u pl1:f1
5u trigpe1 ; wait for the external trigger to syncronize
ttrig
5u trigne1
ttrig
5u trigne1
ttrig
5u trigpe1
d0 ; the pulse program with the mechanical excitation
p1:f1 ph1 ; excitation hard pulse
300u
5u:ngrad ; dephasing read gradient and phase increment
d3 ; gradient on
5u:ngrad ; gradients off
d6
2 5u :ngrad ; oscillating gradient in 32 steps
d2
lo to 2 times 31
5u :ngrad
d2
lo to 2 times l4 ;loop for the number of oscillating gradients
118 KAPITEL 5. ANHANG
d9
p2:f1 ph2 ;non-selective (180 degree) pulse
d9
4 5u :ngrad ; oscillating gradient in 32 steps
d2
lo to 4 times 31
5u :ngrad
d2
lo to 4 times l4 ;loop for the number of oscillating gradients
d6
5u:ngrad ; read gradient on
500u ph3 ; gradient stabilization delay
5u
aq adc ph0 ; acquisition
5u:ngrad ; read gradient off
rcyc=1 ; phase cycling ’ns’ times
100m wr #0 if #0 zd
lo to 1 times l3 ; number of projections equal number of phase
5u ; gradient steps
lo to 1 times l2 ; number of steps of the oscillating gradient
1m id0 ; increment d0 by in0
1m dd1 ; decrement d1 by in1
lo to 1 times l1 ; number of d0-increments
1m id6
lo to 1 times l5 ; number of d6-increments
exit
ph0 = 0 2 0 2 1 3 1 3
ph1 = 0 2 0 2 1 3 1 3
ph2 = 1 1 3 3 0 0 2 2
ph3 = 0
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5.5.2 Das Standard-Gradientenprogramm
Das Gradientenprogramm zur Detektion der Bewegung in einer Rich-
tung und gleichzeitiger 2D-Ortsauflo¨sung
;welle.r
loop l2 <2D>
{
loop l3 <1D>
{
loop ns
{
{ (cnst23) | r1d(cnst22) | (0) }
{ (0) | (0) | (0) }
loop 2
{
loop l4
{
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.195*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.382*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.555*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.707*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.831*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.923*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.980*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(1.0*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.980*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.923*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.831*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.707*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.555*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.382*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(0.195*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0.0)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.195*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.382*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.555*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.707*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.831*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.923*cnst21)}
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{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.980*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-1.0*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.980*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.923*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.831*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.707*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.555*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.382*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0),r2d(-0.195*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0) }
}
}
{ (cnst23) | (0) | (0) }
{ (0) | (0) | (0) }
}
}
}
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5.5.3 Gradientenprogramm zur Korrelation der Bewegungen
Das Gradientenprogramm zur Korrelation der Bewegungen in zwei
Richtungen und gleichzeitiger 1D-Ortsauflo¨sung
;welle2dos.r
loop l2 <2D>
{
loop l3 <1D>
{
loop ns
{
{ (cnst23) | (0) | (0) }
{ (0) | (0) | (0) }
loop 2
{
loop l4
{
{ (0) | r1d(0.195*cnst21) | (0),r2d(0.195*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.382*cnst21) | (0),r2d(0.382*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.555*cnst21) | (0),r2d(0.555*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.707*cnst21) | (0),r2d(0.707*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.831*cnst21) | (0),r2d(0.831*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.923*cnst21) | (0),r2d(0.923*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.980*cnst21) | (0),r2d(0.980*cnst21)}
{ (0) | r1d(1.0*cnst21) | (0),r2d(1.0*cnst21) }
{ (0) | r1d(0.980*cnst21) | (0),r2d(0.980*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.923*cnst21) | (0),r2d(0.923*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.831*cnst21) | (0),r2d(0.831*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.707*cnst21) | (0),r2d(0.707*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.555*cnst21) | (0),r2d(0.555*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.382*cnst21) | (0),r2d(0.382*cnst21)}
{ (0) | r1d(0.195*cnst21) | (0),r2d(0.195*cnst21)}
{ (0) | (0.0) | (0.0) }
{ (0) | r1d(-0.195*cnst21) | (0),r2d(-0.195*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.382*cnst21) | (0),r2d(-0.382*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.555*cnst21) | (0),r2d(-0.555*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.707*cnst21) | (0),r2d(-0.707*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.831*cnst21) | (0),r2d(-0.831*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.923*cnst21) | (0),r2d(-0.923*cnst21)}
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{ (0) | r1d(-0.980*cnst21) | (0),r2d(-0.980*cnst21)}
{ (0) | r1d(-1.0*cnst21) | (0),r2d(-1.0*cnst21) }
{ (0) | r1d(-0.980*cnst21) | (0),r2d(-0.980*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.923*cnst21) | (0),r2d(-0.923*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.831*cnst21) | (0),r2d(-0.831*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.707*cnst21) | (0),r2d(-0.707*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.555*cnst21) | (0),r2d(-0.555*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.382*cnst21) | (0),r2d(-0.382*cnst21)}
{ (0) | r1d(-0.195*cnst21) | (0),r2d(-0.195*cnst21)}
{ (0) | (0) | (0) }
}
}
{ (cnst23) | (0) | (0) }
{ (0) | (0) | (0) }
}
}
}
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5.6 Die Gradientenmomente
Eine allgemeine Betrachtung zu den Momenten der Gradienten soll hier
kurz aufgezeigt werden.
Gegeben sei eine Gradientenform G(t) der Dauer τ . Im 1. Gedankenex-
periment wird diese Form, mit invertiertem Vorzeichen des Gradienten,
sofort wiederholt G(τ + t) = −G(t). Im 2. Gedankenexperiment wird
dieser 2.te Teil zusa¨tzlich zum Vorzeichenwechsel in der Zeit invertiert
G(τ + t) = −G(τ − t). In beiden Fa¨llen tritt am Ende des gesamten
Gradienten ein Echo auf, da das 0.te Moment gerade kompensiert wird.
Hier sollen nun zwei Fragen beantwortet werden: Welche Bedeutung
hat dies fu¨r die am Ende der Gesamtsequenz erzeugten Momente?
Und welchen Einfluß hat der Zeitpunkt zu dem der Gradient ange-
wandt wird (t0)? Ein Beispiel vom Typ des 1. Gedankenexperiments ist
die CPMG-Sequenz. Dagegen geho¨rt das Gradientenecho zum 2.ten Typ.
Die Momente nach dem 1. Gedankenexperiment sind:
M0(t0 + 2τ) =
∫ τ
0
G(t)dt−
∫ τ
0
G(t)dt
M1(t0 + 2τ) =
∫ τ
0
G(t)(t0 + t)dt−
∫ τ
0
G(t)(t0 + τ + t)dt
M2(t0 + 2τ) =
∫ τ
0
G(t)(t0 + t)
2dt−
∫ τ
0
G(t)(t0 + τ + t)
2dt .
(5.10)
Hier kennzeichnet die Gro¨ße t0 den Zeitpunkt im Experiment an dem
die Gradienten angeschaltet werden. Fu¨r das 0.te Moment gilt, daß sich
die beiden Ha¨lften des Gradienten gegenseitig in ihrer Wirkung aufhe-
ben. Das 0.te Moment wird daher stets gleich Null. Vereinfacht man die
Gleichungen, so ergibt sich:
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M0(t0 + 2τ) = 0
M1(t0 + 2τ) = −τ
∫ τ
0
G(t)dt
M2(t0 + 2τ) = −(2t0τ + τ 2)
∫ τ
0
G(t)dt− 2τ
∫ τ
0
G(t) t dt .
(5.11)
Um hier eine U¨bersicht zu gewinnen werden nun folgende Abku¨rzungen
fu¨r die beiden Teile des Gradienten eingefu¨hrt:
M0(τ) =
∫ τ
0
G(t)dt
M¯0(τ) =
∫ τ
0
G(τ − t)dt
M1(τ) =
∫ τ
0
G(t) t dt
M¯1(τ) =
∫ τ
0
G(τ − t) t dt
M2(τ) =
∫ τ
0
G(t) t2 dt
M¯2(τ) =
∫ τ
0
G(τ − t) t2 dt .
(5.12)
Dies sind die Momente der beiden einzelnen Gradiententeile. Dabei be-
ziehen diese sich auf den Beginn der jeweiligen Gradientenform. Fu¨r das
1. Gedankenexperiment kann nun vereinfacht folgendes geschrieben wer-
den:
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M0(t0 + 2τ) = M0(τ)−M0(τ) = 0
M1(t0 + 2τ) = −τM0(τ)dt
M2(t0 + 2τ) = −(2t0τ + τ 2)M0(τ)− 2τM1(τ) .
(5.13)
Fu¨r das 1.te Moment ergibt sich hier keine Abha¨ngigkeit von t0. Das be-
deutet aber, daß die Wirkung dieser Gradienten auf den Wert des 1.ten
Moments, unabha¨ngig vom Zeitpunkt an dem sie zum Einsatz kommen
(t0), immer gleich ist. Mit der mehrfachen Wiederholung dieser Gradi-
entenform im Experiment wird der Wert von M1 also jeweils um einen
konstanten Betrag inkrementiert. Im Gegensatz dazu zeigt sich beim
2.ten Moment eine lineare Abha¨ngigkeit von t0. Der Effekt der Gradi-
entenform auf den Wert von M2 ist also stets abha¨ngig vom Zeitpunkt
im Experiment an dem die Gradienten wirken. Nur fu¨r den trivialen Fall
(M0 = 0&M1 = 0) erzwingt man das Verschwinden des 2ten Moments
fu¨r ein beliebiges t0.
Fu¨hrt man die entsprechenden Rechnungen fu¨r das 2. Gedankenexperi-
ment durch, so ergibt sich fu¨r die Momente:
M0(t0 + 2τ) =
∫ τ
0
G(t)dt−
∫ τ
0
G(τ − t)dt
M1(t0 + 2τ) =
∫ τ
0
G(t)(t0 + t)dt−
∫ τ
0
G(τ − t)(t0 + τ + t)dt
M2(t0 + 2τ) =
∫ τ
0
G(t)(t0 + t)
2dt−
∫ τ
0
G(τ − t)(t0 + τ + t)2dt .
(5.14)
Fu¨r das 0.te Moment ist die zeitliche Invertierung der zweiten Ha¨lfte
des Gradienten ohne Bedeutung. Auch hier heben sich die Beitra¨ge der
beiden Ha¨lften gegenseitig auf und das 0.te Moment wird gleich Null.
Nach einer ersten Rechnung ergibt sich nun:
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M0(t0 + 2τ) = 0
M1(t0 + 2τ) = −τ
∫ τ
0
G(τ − t)dt+
∫ τ
0
(G(t)−G(τ − t) ) t dt
M2(t0 + 2τ) = −(2t0τ + τ 2)
∫ τ
0
G(τ − t)dt− 2τ
∫ τ
0
G(τ − t) t dt
+2t0
∫ τ
0
(G(t)−G(τ − t) ) t dt
+
∫ τ
0
(G(t)−G(τ − t) ) t2 dt .
(5.15)
Mit der Einfu¨hrung der weiter oben (Glg.5.12) definierten Abku¨rzun-
gen kann nun auch fu¨r das 2. Gedankenexperiment vereinfacht folgendes
geschrieben werden:
M0(t0 + 2τ) = M0(τ)− M¯0(τ) = 0
M1(t0 + 2τ) = M1(τ) − M¯1(τ)
−τM¯0(τ)
M2(t0 + 2τ) = M2(τ)− M¯2(τ)
+2t0(M1(τ)− M¯1(τ) )
−2τM¯1(τ)
−(2t0τ + τ 2)M¯0(τ)
(5.16)
Auch hier ergibt sich, daß das 1.te Moment durch die Anwendung des
Gradienten um einen festen Betrag inkrementiert wird. Der Zeitpunkt im
Experiment (t0) ist dabei frei wa¨hlbar. Dagegen ha¨ngt die Wirkung auf
das 2.te Moment linear von t0 ab. Wird die Gradientenform so gewa¨hlt,
daß das 2.te Moment fu¨r ein beliebiges t0 verschwindet, so bedingt dies
ebenfalls fu¨r die beiden niederen Momente einen Wert von Null.
Fu¨r beide Gedankenexperimente gilt daher, daß durch solche Gradien-
tenformen in einer Multiechosequenz (i.e. die vielfache Wiederholung
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der Gradientenform) keine beschleunigungskompensierte Orts- oder Ge-
schwindigkeitsmessung erfolgen kann.
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5.7 Simulationsprogramme
5.7.1 Wirkung der Phasenkodierung bei oszillierener Bewe-
gung
;.run phaseoscil.pro
;-------------------
; Simulation einer 1D-Phasenkodierung
; und der Wirkung einer oszillierenden Bewegung
; ghjtf: 25-11-1999
;-------------------
;\# Definition der Probegroesse
rmax= 1.0 ;Halbe Laenge in [m]
;\# Definition des Proben-Datensatzes
dimr= 1024 ;Anzahl der Datenpunkte im Ortsraum
r0 = (Findgen(dimr)-dimr/2) /(dimr/2)
;Die Variable r0 laeuft von [-1 ,+1[ .
;\# Defintion der Probenform (bezogen auf ’dimr’ Datenpunkte)
Ar0 = Fltarr(dimr)
Ar0(0:dimr/2-1) = 1.0
;#(Raster zur Messung der Aufloesung)
Ar0(101:105) = 0 ; 5 Punkte-Loch
Ar0(201:210) = 0 ; 10 Punkte-Loch
Ar0(301:320) = 0 ; 20 Punkte-Loch
Ar0(401:430) = 0 ; 30 Punkte-Loch
Ar0(601:605) = 1 ; 5 Punkte gesezt
Ar0(701:715) = 1 ; 10 Punkte gesezt
Ar0(801:825) = 1 ; 20 Punkte gesezt
Ar0(901:935) = 1 ; 30 Punkte gesezt
;;Ar0= Fltarr(dimr)+1
;# Definition der Periodischen Bewegung
xi = 0.005 ;Amplitude in [m]
lamda= 0.25 ;Wellenlaenge in [m]
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Tm = 1.0 ;Periode in der Zeit in [s]
;# Berechnungen zur periodischen Bewegung
km = (2*!Pi) / lamda ;Wellenzahl
phim = km * r0 +!pi/2 ;Startphase als Funktion des Ortes
omega= (2*!Pi) / Tm ;Kreisfrequenz in [rad/s]
;\# Definition der Messparameter
tph = 0.3 ;Dauer des Phasengradienten in [s]
dimg= 256*1 ;Anzahl der Gradientenschritte im Experiment
G0 = 250.0 ;Maximaler Gradient in [T/m]
;(der Gradient variiert von -G0 bis +G0)
;# Verfeinerung des Datensatzes (zur Unterbindung numerischer
;# Fehler)
feinfaktor = Long(2) ;Verfeinerungsfaktor:
r0 = Rebin(r0,dimr*feinfaktor) ;Die drei Datensaetze werden
Ar0 = Rebin(Ar0,dimr*feinfaktor) ;durch Interpolation
phim = Rebin(phim,dimr*feinfaktor) ;vergroessert.
dimr = dimr*feinfaktor
;# Berechnung des k-Raums gemaess:
;# Sk = \int Ar0 * exp(im * ph) dr0
ph = tph * r0 + xi*tm/(2*!pi) * ( cos(omega*tph+phim)-cos(phim))
Sk = Complexarr(dimg) ;Der k-Raum
G = -G0 + 2*G0/dimg * Findgen(dimg) ;Die Gradientenschritte
im = Complex(0,1) ;die ’Imaginaere Einheit’
;#Summe ueber alle r0 fuer einen G(ig):
For ig =0,dimg-1 Do $
sk(ig) = Total(Ar0 *exp(im*G(ig)*ph))
;# Koordinatenachsen fuer den k-Raum und den Bildraum
dk = 2.0*G0*tph /dimg
k = dk * (Findgen(dimg)/dimg -0.5)
fov = 2.0*!Pi / dk
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rb = fov * (Findgen(dimg)/dimg -0.5)
;#Definition der Glaettungsfunktion im k-Raum ;
filter = sin(!Pi*findgen(dimg)/(dimg)) ;Halber Siuns(x)
;filter = sin(2*!Pi *findgen(dimg)/(dimg))^2 ;(Siuns(2x))^2
;filter = sin(2*!Pi *findgen(dimg)/(dimg)) ;(Siuns(2x))
bild= Abs(Shift(FFT( sk ,-1 ),dimg/2))
;# Ausgabe der Ergebnisse Window,30,xsize=512,ysize=600
!P.multi=[0,1,4]
Plot ,r0, Ar0 ,xrange=[-fov/2,fov/2] ,yrange=[-0.05,Max(Ar0)+0.1] $
,Title=’Vorgegebene Spindichte: \rho(r0)’
Plot ,rb, bild ,xrange=[-fov/2,fov/2] ,psym=-4 ,symsize=0.3 $
,Title=’Gemessene Spindichte: \rhobild(r0)’
Plot ,rb, Abs(Shift(FFT( sk*filter ,-1 ),dimg/2)) $
,xrange=[-fov/2,fov/2] $
,Title=’Spindichte nach Anwendung der Fensterfunktion im k-Raum’
Plot ,k , sk , Title=’Gemessener k-Raum: REAL{S(k)}’
!P.multi=0
Print,Strcompress( ’FOV= ’ + String( 2.0*!Pi* dimg/(2*G0*tph)) )
end ;
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5.7.2 Wirkung der oszillierenden Bewegung in der Frequenz-
kodierung
;.run freq_oscil.pro
;###############################################
;# Simulation einer 1D-Frequenzkodierung
;# und der Wirkung einer oszillierenden Bewegung
;# ghjtf: 26-11-1999
;###############################################
;# Definition der Probegroesse
rmax= 1.0 ;Halbe Laenge in [m]
;# Definition des Proben-Datensatzes
dimr= 1024 ;Anzahl der Datenpunkte im Ortsraum
r0 = (Findgen(dimr)-dimr/2) /(dimr/2) ;Die Variable r0 in [m]
;laeuft von [-1 ,+1[ .
;# Defintion der Probenform (bezogen auf ’dimr’ Datenpunkte)
A_r0= Fltarr(dimr)+1 ;(Ein Kastenform)
;# Definition der Periodischen Bewegung
xi = 0.04 *exp(-(r0+1)/1) ;Amplitude in [m]
lambda= 0.5 ;Wellenlaenge in [m]
T_m = 1.0 ;Periode der mechanischen Bewegung in [s]
;# Berechnungen zur periodischen Bewegung
k_m = (2*!Pi) / lambda ;Wellenzahl in [rad/m]
phi_m = k_m * r0 +!pi ;Startphase als Funktion des Ortes in [rad]
omega_m= (2*!Pi) / T_m ;Kreisfrequenz in [rad/s]
;# Definition der Messparameter
G = 1800*1 ;Frequenzkodiergradient in [T/m]
;(identisch bei Dephasierung und Rephasierung)
t1 = 0.3 ;Dauer des Dephasierungsgrad. vor dem \Pi-Puls[s]
t2_start= 1.0 ;Startzeit des Rephasierunsgradienten
; und der Aquisiton in [s]: (t2_start>=t1 !)
swh = 853*1 ;Spektrale Weite bei der Datenaufnahme in [Hz]
dimt2 = 256*2 ;Anzahl der komplexen Datenpunkte im Experiment
dt2 = 1.0/Double(swh) ;Inkrementierung in der Zeit in [s]
aq = dimt2*dt2 ;Aquisitionszeit in [s] (Das Echo soll in der
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;Mitte des Datensatzes liegen: aq=2*t1)
IF (t2_start LT t1) Then Goto ,abbruch ;Kontrolle!
;# Verfeinerung des Datensatzes
;# (zur Unterbindung numerischer Fehler)
fein_faktor = Long(1) ;Verfeinerungsfaktor:
r0 = Rebin(r0 ,dimr*fein_faktor) ;Die drei Datensaetze werden
A_r0 = Rebin(A_r0,dimr*fein_faktor) ;durch Interpolation
phi_m = Rebin(phi_m,dimr*fein_faktor) ;vergroessert.
If N_Elements(xi) GT 1 Then $
xi = Rebin(xi ,dimr*fein_faktor)
dimr = dimr*fein_faktor
;########################################################
;# Berechnung des k-Raums gemaess:
;# S_k = \int A_r0 * exp(im * phi)dr0
;#
;# mit:
;# phi = \gamma *G *t2 *r0
;# + \gamma *G *\xi /(\omega_m) *cos(\omega_m *t2 +\phi_m)
;# - \phi_start
;#
;# mit:
;# \phi_start= \gamma *G *(t1 +t2_start) *r0
;# +\gamma *G *\xi /(\omega_m)
;# *(cos(\omega_m *t1 +\phi_m)-cos(phi_m)
;# +cos(\omega_m *t2_start +\phi_m))
;#######################################################
;# Berechnung der Signalphase
gamma = 1.0 ;
im = Complex(0,1) ;Die ’Imaginaere Einheit’
t2 = dt2 *Findgen(dimt2) +t2_start ;Defin. der Aquisitionszeit in [s]
S_t2 = Complexarr(dimt2) ;Der k-Raum, gemessen in der Zeit t2
;# Einmalige Berechnung der Signalphase zum Zeitpunkt t2=t2_start
;# fuer alle Orte r0:
phi_start = gamma *G *(t1 +t2_start) *r0 $
+gamma *G *xi /omega_m $
*( cos(omega_m *t1 +phi_m) -cos(phi_m) $
+cos(omega_m *t2_start +phi_m) )
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;# Berechnung der Messwerte in der t2-Dimension
For it2 =0,dimt2-1 Do Begin
phi = gamma *G *t2(it2) *r0 $ ;Signalphase phi(t2) fuer alle r0
+ gamma *G *xi /omega_m *cos(omega_m *t2(it2) +phi_m) $
- phi_start
S_t2(it2) = Total( A_r0 *exp(im*phi) ) ; Summe ueber alle r0 fuer
; einen Messpunkt t2(it2)
Endfor ;it2
S_t2 = S_t2 *4/5*dimt2/dimr ;Skalierung des Datensatzes
;# Koordinatenachsen fuer den k-Raum und den Bildraum
dk = gamma *G *dt2
k = dk * (Findgen(dimt2)/dimt2 -0.5)
fov = 2.0*!Pi / dk
rb = fov * (Findgen(dimt2)/dimt2 -0.5)
;# Berechnung der Projektion durch FT
bild= Abs(Shift(FFT( s_t2 ,-1 ),dimt2/2))
;##########################
;# Ausgabe der Ergebnisse
Window,30,xsize=512,ysize=600 !P.multi=[0,1,4]
Plot,r0, A_r0 ,xrange=[-fov/2,fov/2],yrange=[-0.05,Max(A_r0)+0.1]$
,Title=’Vorgegebene Spindichte: \rho(r0)’
Plot,rb, bild ,xrange=[-fov/2,fov/2] ,psym=-4 ,symsize=0.3 $
,Title=’Gemessene Spindichte: \rho_bild(r0)’
OPlot,r0,abs( a_r0*exp(!pi*xi/lambda -2*!pi*xi/lambda $
*cos(phi_m +omega_m*t1 -!Pi) ) ),color=300
Plot,k, s_t2 ,Title=’Gemessener k-Raum: REAL{S(k)}’
!P.multi=0
Print,Strcompress( ’FOV= ’ +String(fov) )
Goto ,schluss abbruch:
Print
Print ,’ABBRUCH: Ist t2_start kleiner als t1 ?’
schluss:
end;
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5.7.3 Wirkung der oszillierenden Bewegung in der spin-warp-
Sequenz
;.run im2dhard_oscil.pro
;###############################################
;# Simulation einer Im2dHard-Sequenz
;# (Phasen und Frequenzkodierung ohne Schichtselektion)
;# und der Wirkung einer oszillierenden Bewegung
;# ghjtf: 30-11-1999
;###############################################
;# Definition der Probegroesse
rmax= 1.0 ;Halbe Laenge der Probe in [m]
;# Definition des Proben-Datensatzes
dimx= 32;32 ;Anzahl der Datenpunkte in x-Richtung
dimy= 32;32 ;Anzahl der Datenpunkte in y-Richtung
x0 = Findgen(dimx) *2 /dimx -1 ;Variable x0 in [m] laeuft von [-1 ,+1[
y0 = Findgen(dimy) *2 /dimy -1 ;Variable y0 in [m] laeuft von [-1 ,+1[
;# Defintion der Probenform
A_r0 = Fltarr(dimx,dimy)
A_r0 = A_r0 +1 ;(Eine Kastenform)
;;A_r0(dimx/2-1:dimx/2+1,dimy/2-1:dimy/2+1) = 2
;# Definition der Periodischen Bewegung
xi_m_x = 0.01*exp(-(x0+1)/0.1) ;Amplitude in [m]
xi_m_y = 0.0 *exp(-(y0+1)/1)
lambda_m_x= 0.3 ;Wellenlaenge in [m]
lambda_m_y= 0.3 ;Wellenlaenge in [m]
T_m = 1.0 ;Periode der mechanischen Bewegung in [s]
;# Berechnungen zur periodischen Bewegung
k_m_x = (2*!Pi) /lambda_m_x ;Wellenzahl in [rad/m]
k_m_y = (2*!Pi) /lambda_m_y
omega_m= (2*!Pi) / T_m ;Kreisfrequenz in [rad/s]
phi_m = Fltarr(dimx,dimy) ;Startphase als Funktion
;des Ortes in [rad]
For iy=0,dimy-1 Do $
phi_m(*,iy) = k_m_x *x0 +k_m_y *y0(iy)
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;###########################################################
;# Definition der Messparameter fuer die Phasen-Kodierung in y-Richtung
tph = 0.5 ;Dauer des Phasen-Kodiergradienten und
;des Dephasierungs-Read-Gradienten in [s]
dimph = 16 ;Anzahl der Gradientenschritte in Phasen-Kodier-Richtung
G_ph_0 = 14.0e-8 ;Maximaler Gradient in [T/m]
;(der Gradient variiert von -G0 bis +G0)
;# Definition der Messparameter fuer die Frequenz-Kodierung in
;# x-Richtung
G_re = 40e-8 ;Frequenzkodiergradient in [T/m]
;(identisch bei Dephasierung und Rephasierung)
t2_start= 1.0 ;Startzeit des Rephasierunsgradienten und der
;Aquisiton in [s]: (t2_start>=tph !)
swh = 60 ;Spektrale Weite bei der Datenaufnahme in [Hz]
dimt2 = 64; 512*1 ;Anzahl der komplexen Datenpunkte im Experiment
dt2 = 1.0/Double(swh) ;Inkrementierung in der Zeit in [s]
aq = dimt2*dt2 ;Aquisitionszeit in [s] (Das Echo soll in
; der Mitte des Datensatzes liegen: aq=2*tph)
IF (t2_start LT tph) Then Goto ,abbruch ;Kontrolle!
;################################################
;# Verfeinerung des Datensatzes
;# (zur Unterbindung numerischer Fehler)
fein_faktor = Long(2) ;Verfeinerungsfaktor:
x0 = Rebin(x0 ,dimx*fein_faktor) ;Die vier Datensaetze werden
y0 = Rebin(y0 ,dimy*fein_faktor) ;durch Interpolation vergroessert.
A_r0 = Rebin(A_r0 ,dimx*fein_faktor ,dimy*fein_faktor)
phi_m = Rebin(phi_m ,dimx*fein_faktor ,dimy*fein_faktor)
IF N_Elements(xi_m_x) GT 1 Then xi_m_x = Rebin(xi_m_x ,dimx*fein_faktor)
IF N_Elements(xi_m_y) GT 1 Then xi_m_y = Rebin(xi_m_y ,dimy*fein_faktor)
dimx = dimx*fein_faktor
dimy = dimy*fein_faktor
;#############################################################
;# Berechnung des k-Raums gemaess:
;# S_kx_ky = \int A_r0 * exp(im*phi) dx0 dy0
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;#
;# mit:
;# phi = \gamma *G_re *t2 *r0
;# +\gamma *G_re *\xi_m /(\omega_m) *cos(\omega_m *t2 +\phi_m)
;# - \phi_start
;#
;# mit:
;# \phi_start= \gamma *G_ph *tph *y0
;# +\gamma *G_ph *tph *xi_m_y /omega_m
;# *( cos(omega_m *tph +phi_m) - cos(ph_im) )
;# +\gamma *G_re *(tph+t2_start) *x0
;# +\gamma *G_re *\xi_m_x /(\omega_m)
;# *(cos(\omega_m *tph +\phi_m) -cos(phi_m)
;# +cos(\omega_m *t2_start +\phi_m) )
;#######################################################################
;# Konstanten- und Achsen-Definition
gamma = 2.675197e8 ; Das gyromagnetische Verhaeltnis
; fuer Protonen in [rad*Hz/T]
;(= 2.675e4 rad /s /Gauss)
im = Complex(0,1) ;Die ’Imaginaere Einheit’
t2 = dt2 *Findgen(dimt2) +t2_start ;Aquisitionszeit in [s]
G_ph = -G_ph_0 + 2.0 *G_ph_0 $
/dimph * Findgen(dimph) ;Die Gradientenschritte
S_Gph_t2 = Complexarr(dimt2,dimph) ;Der k-Raum: gemessen in der
; Zeit t2 bei inkrementierter
; Gradientenstaerke G_ph
phi = Fltarr(dimx,dimy) ;Ortsabhaengige Startphasen zu
; Beginn der Aquisition
;(t2=t2_start) in [rad]
;# Berechnung der Signalphase fuer den Zeitpunkt t2=t2_start fuer
;# alle Orte (x0,y0):
;# : phi_start_x ist im Experiment eine konstante Groesse
;# phi_start_y wird in jedem Phasenkodierschritt (’iph’) neu bestimmt
phi_start_x = Fltarr(dimx,dimy) ;Signalphase, bedingt durch den
;Dephassierungs-Read-Gradienten
phi_start_y = Fltarr(dimx,dimy) ;Signalphase, bedingt durch den
; Phasen-Kodier-Gradienten
For iy=0,dimy-1 Do $
phi_start_x(*,iy) = gamma *G_re *tph *x0 $
+gamma *G_re *t2_start *x0 $
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+gamma *G_re *xi_m_x /omega_m $
*( cos(omega_m *tph +phi_m(*,iy)) $
-cos(phi_m(*,iy)) $
+cos(omega_m *t2_start +phi_m(*,iy)) )
;# Die Wirkung des Phasen-Kodier-Gradienten auf die Signalphase
;# wird einmal berechnet und spaeter durch Multiplikation mit
;# ’G_ph(iph)’ korrigiert.
For ix=0,dimx-1 Do $
phi_start_y(ix,*) = gamma *1.0 *tph *y0 $
+gamma *1.0 *xi_m_y /omega_m $
*Reform( cos(omega_m *tph +phi_m(ix,*)) $
-cos(phi_m(ix,*)) )
;# Die folgenden Rechnungen muessen fuer jeden Phasen-Kodier-Schritt
;# wiederholt werden.
For iph=0,dimph-1 Do Begin
; Berechnung der Messwerte in der t2-Dimension
; Die folgende Rechnung muss fuer jeden Schritt in der t2-Dimension erfolgen.
For it2 =0,dimt2-1 Do Begin
For iy=0,dimy-1 Do $
phi(*,iy) = gamma *G_re *t2(it2) *x0 $
+gamma *G_re *xi_m_x /omega_m $
*cos(omega_m *t2(it2) +phi_m(*,iy))
phi = phi -phi_start_x $
-phi_start_y *G_ph(iph)
S_Gph_t2(it2,iph) = Total(A_r0 *exp(im*phi) )
Endfor ;it2
Endfor ;iph
;# Koordinatenachsen fuer den k-Raum und den Bildraum
dk_x = gamma *G_re *dt2
k_x = dk_x *(Findgen(dimt2) /dimt2 -0.5 )
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fov_x = 2.0 *!Pi /dk_x
xb = fov_x *(Findgen(dimt2) /dimt2 -0.5 )
dk_y = gamma *2 *G_ph_0 /dimph *tph
k_y = dk_y * (Findgen(dimph) /dimph -0.5 )
fov_y = 2.0 *!Pi /dk_y
yb = fov_y * (Findgen(dimph) /dimph -0.5 )
;#Definition der Glaettungsfunktion im k-Raum
filter1 = exp(-(findgen(dimt2)/dimt2-0.5)^2/0.06) $
# exp(-(findgen(dimph)/dimph-0.5)^2/0.06)
filter2 = cos(!pi*(findgen(dimt2)/dimt2-0.5)) $
# cos(!pi*(findgen(dimph)/dimph-0.5))
filter3 = sin(!pi*(findgen(dimt2)/dimt2-0.5)) $
# sin(!pi*(findgen(dimph)/dimph-0.5))
;# Berechnung der 2D-Projektion durch FT
bild= Shift(Abs(FFT( S_Gph_t2 ,-1 )),dimt2/2 ,dimph/2 )
;##########################
;# Ausgabe der Ergebnisse
Window,30,xsize=512,ysize=512
Loadct,16
Tvscl, Shift(Abs(FFT(ZF( S_Gph_t2 ,256,256) ,-1)),128,128),0,0
Tvscl, Shift(Abs(FFT(ZF( S_Gph_t2 *filter1,256,256) ,-1)),128,128),0,256
Tvscl, Shift(Abs(FFT(ZF( S_Gph_t2 *filter2,256,256) ,-1)),128,128),256,256
Tvscl, Shift(Abs(FFT(ZF( S_Gph_t2 *filter3,256,256) ,-1)),128,128),256,0
Window,25,xsize=256, ysize=256
Loadct,16
Contour,bild ,xb ,yb
Print,Strcompress( ’FOV_x= ’ +String(fov_x) )
Print,Strcompress( ’FOV_y= ’ +String(fov_y) )
Goto ,schluss abbruch:
Print
Print ,’ABBRUCH: Ist t2_start kleiner als tph ?’
schluss:
end ;
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